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8ве6ение

Б <!(онцсттц ии мо дср[\иза1{!1и российского образования |{а |;ерио/д

20 1 0 года> со;{ержатся слсдуто|цие по.]1о)ксния:

<Роль мате\{атической т:одготовки в становлении современного

'|(!|овека опреде.|!яет следу}ощис цели ш!кольного математического
с':бразовал+*:я:

приобретение конкрет'нь|х математических знаний, необходимьлх

]{ля при|чене|!ия в практической дсяте.г:ьности, для изучения

сме)к1{ ь{х }(ис ц{цпл ин' д]1я 11родол)!(етпг:я образован }{я ;

инте;]'[сктуаль}!ое разв![тие учащихся' формирование качес'гв
ш! ь!!пления ! ха}}]а|{тернь|х д;1я матсп{ат:-лческой деяте.,тьност и и |1е-

обходттптьтх чсдовску для полноценной жизни в обтцестве:

с}ормировагт[1е |!редставлец:.цт"д об идею( и метод!ж математики' о ма-

гематике как форме оп}1сани'| и ме1юде позна}1ия действительности;
с!ормттрован]-{е представлен;тй о матетт{атике как части общечело-
всческой культурь1' о значим0сти ма1'ематики в развитии че'!ове-
чес:сой ц!{вилизации и современного общества.
[1орядок переч|.|с]]е}{14я этих целей не опре/]еляет их иерархии' все

(!!!!! 1)асс1!1а1риваются как одинаково значи&{ь|е для формирования
1!!||![|ос'1'и в !|р011ессе освоеь{ия математики).

[)оль образования д.,|я разь'1тия творческих способт*остей лично-
{ |!! |(соцс!||1ма. Фсобел+г1о ва}к|{а ро.]!ь матема'{'|1ки для развития твор-
, 

| ('(' !(о1'о г|оте1{ц!{ш1а человека.
(;:к отмочается в к||и{-е [116): <14 так же, как каждому разумному

,!('1[()вску до]|жна бьгть л:онятна роль физкультурь, для здоровья и гар-
п|()!|!1[|сско{'о разв![тия тсла, всс!\{и нами дол)кна бьпть осознана особая

|'1)1!!}'!'рен}{ровки и !'армо|]ич}{ого р'ввития на1ших мь[слительнь]х с|]о-
( (}()|!()с'|'е1-1, на[!]сго мозга. Ё{о за вс|о истори}о человечеотва пока не
:г;:!!.:1спго 

']уч!шего 
способа развития иг|те'|лекгуальнь|х }т творческих

, ::ттс'с>блгостей не;товека' чем |!р}{ помощи математики) [1!6].
!] кг;иге [49] отппснается' что (важнейшим средством формирова-

!!!!'! у 1!|ко',1ь}[иков вь!сокой математическо*! культурь]' актив].|зац|{и

''{}\/'!с||ия математ}1ке является эффективная организация и управпе-
;:::ц' у,тсбно}] д{еятельностью в процессе ре1шения различнь{х матема-
! !!| !('('!(||х задан> [49].



Б т{слом сог][а|],аясь с |!ривсден|!|[ми !]ь{|!1е вь1сказь{ваниями. мь{
до''(}|(!{ь| от1\,етить' что суш{сс'гву|о[ца'! нь1не система унсбг: ь, х \' а,тсма-
1'ичес1(их задач, со3данная в ос1{ов1!оп1 во второ*? ||о.]]овиЁ!с {* века,
|{е о1'всчает в |!о]!ном объеме соврс[,[сннь:м .г.рсбова*;г:япл. 1.еория :а
!|рактика ме1'одики обунения ма'1'ема']'ике {!оказь1ва!0т' ч-1.о уча!|.е|'!уся!|сдостаточно з}{а''ь л}|ш]ь !1ре/{ме1н0с со](ср}к:!}(ие ма1.ема.|.ического
с!акта для сго !1олноценного усвоения. 1ребус.|.ся еш{с уш1е'1ь видеть ||
{1он|{ мать сггособьл организац|.!р1 ].гого со/{ср)|(а|| и'(, .,|о|,ичес ку}0 с щук_туру изучаемого' е|-о место в общет! с!1сте\,'е ма1'сма1}'чсск:.:х зналпий.
[{о для этол-о нсобходимо най:ттт г:нструмен'г' !(о3во.]|я|о1|-(*тй вьлрабо_'|'а]'ь у учащихся совре|!1ен.{ь!}"| с['с.гемнь{й тил; мьлцпгсл;ия ([1 14], [90),
[7])' о:венато:цртй !{ас1'ояш{с^,|у ]гаг1у разв}л-п.ия с:бш{ес.гва. 11{ь:гш.:гс,:гле
нсс1да с!4с1'см[|0' }сгле:лдтлос'д'ь }})е11|сния ';'ой л:;ли л-ллло!1 за",1:тн;1 :]ав}1с!{.г
()_|'10г()' !{аскольк0 сис1'емно !'одходи' к ее а}1а!изу ре|_!|а}ош!и1-{ зада!]у.
1!су!ани в ре1лен'1и зачасту|о связань] с отхо/10м о.|, сис1'см!|0с.1.!1' с
нсдооцснкой тех изти лтгть:х связей: ме)к]{у ком11о!.!е}1.гамцт сис,гсмь:. 1_{а-
до 11рс/{остав}!1'ь уча|цимся соответс'!'ву}ощие |'одходь! к рс!|,ен||!о 3а-
.г1ан и ллроб.г:ем. {{ам види.гся' что зада[{и с !!араме]рап1|1 !!редстав-цяк)т
собо:1 именно такол1 |{1{с.]руме1]]] для рса.)|иза|]ии соврс]\{енньтх це.:гей
[1атема']'ического и Ё!с 

'о'1ько 
п{атсматического образова|1ия учащ|.1,чся.[1ри э':'ошл }]е1пе}!ис задач будет осу1цес'гв.]!я'гьс'! !!срех0.|!,ом на гловь;й,

бо'лдее вьтсокий уровснь с!]с1'смнос1'и [5]. [лсду"'- 
']''*,',,''', 

ч'1-0 [|р9,1-
']1а!-аеп{ая нами содержате.''1ьно-п.1стодическая \ини'1 за/{ач с !'араме.1!
ра]\'1и !]рямо нацс',]с{]а на форпсирова}}ио ,''сс]]ед0ва.|.с.]1ьск'гх сшособно-
ст:сг|, элтемсьлтов матема.{.{{чсско!.о творчсс'гва у1!а!]\ихся'

3 курсс апт'ебрьт [27, 1з61 осдловной (цко;!ь1 |]ь(]{с.,тя|о'|()я с.,|сду]()!|{ис
осно|]}|ь{е со/(ср)ка'1'с,1ь}{о-мс'['о/-(ические .]{и!|}.|и: ]1|,11\,|я !|'1с]!а' 10)к]1сс1._
вс{]нь1х прсобразован|1й, )л!.тггла;п урав:лений' г,еравс|!с.гв 

'] 
|1х сис1.см,

гсоме'фическая' а',|гори1_м|'1чсская' (;у*лкциона;ьн:1я .]111{|]'!!, а 1ак)кс ||оя_
в}1в|шаяся в !!ос.]1еднсе врс!\,1я вероя'гнос.|110-с.гагис.|ичсская .;гиния. 0д_
|!а1{о о]'ра}|ичег|нос'1ь круга задач' |!ре/{,]агаемьдх в }й(, о;/1!!о'|.}|!|}'ос'{т)
а']!гор'|тмов' ||рисуцих ип'1' у;ке 1|е можст у,.(ов]|створя'!'ь соврсмен1{ь]п.|
г:о'щебглостя]\'1 ц1ко.]1ьно!'о образования. Б средл;с!1 и сгарш:ей !!!ко-|!с
||рсва|!.{руст к]]ассическ|{["! 1!о/{ход к {|рс!|од1ава}|!!!() }1с 1'о./1ько п,|атема-
'г}!к}|' }|0 и бо.:дьтпигпства !!редме1ов. 3'го об'ьясд;яс.:.ся р'|дом !|ричи|{ ме-'|'0/{и1{сског'о и г|сихо.].|ог|'{чсского характера' в'!оп'! ч|{с.'!е и о1-су.ствием
}[!1с'|'ру&|с!!'|'{1р.{я реа/|}1заци|{ 3адач разв!.!ваю1|(с;.о образоваглр:я, нсобхо-
/ (}.! м ( ) ! () с() врсм с1 || | ь! м у.!а1|{и]\,|ся.

х

'['ак;..тм инс'|'рументарием в курсс !\,1а1'ематики на на1ш вз1тя]ц ш|ожст
('!;!|'!, содержа1-ельно-методическая л'7ния задач с параме1рами. ['лу-
{)()|(ая' богатая ||деями и мстодами - содер}(ательно-методическая
|!!!!{[!'[ задач с параметам!{ как нельзя луч[ше позволит развить актив-
!!у!()'|'ворческую дея'гельность учащегося' его оистемное мь|1шление'

!!(|.11!'0т0вить сг'о к ре1пению действлттельно 1ворческ}!х задач' которь|с

''() !]рсменем г|еред ним |10ставит сама жизнь. !';тубина идей реп.пеггия
!'(|!!1().]!},_|' сис'гемг|о вь|яв]1ять кате1'ори1о уча||(}1хся, ко1орь1с в /{ал!'-
::ц'!1::гем п,!огу'т'свя3ать сво}о жизнь с т'оч}1ь!ми науками.0днако и для
'1|)у!'их у({а||{!1хся участ!1е в реш]ении задач с 1|араме'грами даст воз-
п!{))!(!{ос']'ь зан},мать ак1'!.1вную творческу}о ||ози11и}о. 3амет:.лм, нто
п:;т::бо]лее вь!сокая форма си|{теза знаний реализуе1'ся в виде наук о
( ;!]\!|,'х общих свойс'гвах природь|. 1( нис;гу таких наук относится' в

!!('|)|]у}о очсредь' {;и;тософия, которая вь!яв.]]яет и отра)кае'|' обгцие

с пзст]|с'т_ва су|!(ествова|!'1я п,'атерии. 11оэтому и]{еи, п,|ето.]1ь| и |1одходь!'

!!|)1!|]нос!.1мь1е со](ерх(а'ге.пь1{о_мето,|{ической ''|и1{ие''| за]{ач с парамет_

|):!\|!.|' !\{оги' бьгть е!це в бо.:;ь;шег"т с']]епсни {1о'{езнь! (!-у01а1!!1тариям)'

! !(^)|(с.] |и ('!'ехг!арям)).

()дн:тко сам0 |!о себе ретлсние 3ада[] с параме'грам[! 
- 

!|е само_
!!с!|!,, а то]|ько средство. йо>кпло бь:ло бь: исг!ользовать ллобуто дргу}о
('()]1ср)кательно-ме'год{ичсску|о .]1ин11|о задач 

- 
например' 3адач на г!о-

('!})()ение и]1и теори|о ;рафов, ес.]!и они бьл.:ги сто.гть )ке т|ца'ге.,|ьг{о р€ш_

1;;:(!сгганьг и так)ке час'|'о 11ри1\1еняемь1' бьтли такэке богатьл идеям14 и

!|!('!1иками ф:-тзико-матема'гичес!(их ]школ и классов' Ёс сет<рс'г, нто
!!1\1с1{[{о при рс|[!ен!{и ма'гемат!!ческих задач ш|кольники сознате]1ьно и
!!|)()чно ов'ца](ева!от систештой математических знаний [49!. 3адани с
!!;!|)||ме'1рами' г{а!1еленньте на формирова!{ие элементов математиче-
( !(()| 0 творчес1'ва' исследовательских способностей унаш{ихся, булу':',
!\;!|\ }|[]м пре/{с1]ав.]{яется, более чем что_.ллибо слу)кить }-)азви'ги1о сис-
! ('ь! ! !ого мь!|||лен!.|я учаш([{хся.

|} си.::у свосго богатот'о общекультурЁ{ого потснц1.(а.,1а и разви-
|{|!!()!!(с1'о харак'гсра, соо'гветс'гвия це'|'!т\.' матсматичесл<ого образова_
!!!!ц. о!{и стал;,: объектом пристального }!зу!1еЁ!ия многих математиков
.! \'(]'!'одис'г'ов 8 т<н+агах 1'аких авторов. как \4о]тенов [!.(]., Р1одеггов

!| ![., }{овоселов €.|4., йорАковин А.[., [11арьтгин |4.Ф., Флехник €.Ё.'
/(с;1'тк;(;ссв 1-.Б., |1о'гапов &{.(., Розов Ё..{,', Багшмаков Р\.1'1., 3ави;тов
!{ !} , 1'ш]ицкглг1 й'А.. ['ольдман А.й., [олубев 8.й., йарков Б.|(.'



3вавич !.!4., йель:*иков {4.[[4., (ергеев 14.|-1., 1[асичснко [1'и., ?ь:нян-
кин €.А., 9сщебинецкий [.А. и многих др}тих рассмо'грс!{ тпирокий
класс задач с парамещами и различнь]е методь! их рс|1[ен].'я. Фднако
используемьгй в литератре экстенсивньлй подход г1ривел к уве.}]иче-
ни}о примеров' не столько имеющих самостоятельнуго ценность,
сколько затрудня}ощих ориентацию учащихся в обгцирном с|1ектре

разнообразнь!х задач с параметрами' 11ри таком подходе ]1ереориен-
тация методической системь] на приоритет развивак)щей функции
обу*ения по 0тно1шени[о к ее образовательной, информашионной

функции как (основной задаче .персстройки 1цко.,тьного математиче_
ского образования)) ([' Б. !орофеев) не происходит. 3адачам с пара-
мещами' а также методам их ре1шения' посвя|цень! спе1(иа.|]ьнь1е раз-
дель| в пособиях для |1оступа1ощих в вузь1, о1']{ельнь|е монощафии и

д!,|ссертационнь|е ра6отьл. Б них рассмощень; разнообразнь]е цриемь]
и методь] ре1цения 3адач с г1араметами.

Фднако практически всегда конкретньлй унебньтй материа.[1 в них
носит очевидньлй клтостгцкодьнь:й> характер. 14злохсенис и 1!рс/дме1'

исс.}|е]1ования чаще все!'о начи[{аетоя тап{' где к0нчается обь;чная
1школьная программа' напримср' как это бь:.:то принято на протяжении
пред1шествующего десятилетия, по кшсу кБ>. Б подавля1ощем боль-
11]инстве пособий ([76], г133]' |251,[691,[|20) и А!.) явно или неявно
подразумевается, что использу}ощие их 1пкольники свобод}[о в'1аде}от

основнь|ми методами ре1цения л:обьлх задач 1|]кольной программь]'
Б них лтоказь|ва}от' как ре{1]ать те \4ли инь|е задачи с парамещами' но
не учат' как научиться ре|шать эт14 задачу|' приводят мето/1ь{ ре11]ения.
но не учат' почему надо вь;брать именно их. € уне'гом >ке слохсивдшей_

ся тенденции рас!|]ирения ст!ектра равнений и нсравенств с 11арамет-

рами' вю]ючаемь|х в содер)кание 1цко.]1ьного курса ма'ге1\1ат'ики в качс-
стве допо.,! нитсл ьнь[х ком ! [онснтов усв0сн ия, расс ма'!}и васм ь:й юпасс

задач пока не составляет содержате'1ьно_методическ0й! ] \инии'
йь: постараемся доказать' что содер)катель(!р-мсто]1ическая линия

задач с г1араметами вовсе не обязана бьггь тяхсе.тловеснь!м добавком
к щадиционнь|м содер)кательно-ш1етодическим !1иниям, которьлй по с!1-

.|1ам то]1ько отличникам и одареннь|м детям. !_{ап:ротив, эта !1и|1|1я }1о)кет

и должна ис!1ользоваться в общео6разовате.:льной гшколе' привнося
в обунение весь богатейтлий арсенатт пде[т и ме'1'одов' е}"[ пр}!сущих.

(лава 1 . 1сцхолоео'пеааеоецческце аспек]пь!

формшрованця соёерн(ап]ельной ме!поацческой
лцнцц к3аёачц с параме]прамц)) в сцс!т'еме
.|' кол ьн оео м а ]п ем а]п ш ческоео о6разов ан ц я

!! 1. €истема ш|кольного п|атематического образов^\|11я
в средней и стар|шей !пколе

<(.;тасср;ческ ая>>, у1лц'|ради[({{оннш|' система образования и |!оро)к-

1(с1{ная с1о г!арадигма мь!ш].'!ения г!рсдстав.,1яет собой систеп|у вос!|ита-

!!!1'| :1ич}{ости, с.]1о)кив1|'!у}ося в 17 веке в условиях ремесленного 11роиз_

[|()'/(с.|.ва. Фснованная на |1рин|{и|!ах дидактики, сформу]1ированнь|х

<|т::.;:ософом и 11едагогом 9.А. (опде;:ск[1п{' она сггособс'гвов'!.]1а развити|о
!сх ка!{еств у{а|цихся' кот0рь!с бьтли гпеобхо/{имь] каждому че.,}овеку

! ()1'о врсме|{л: (:товтор дейс'гвий мас1'ера' г1ос.]!у!цание). Резу;;ь1атом яв-

!я]10сь вос|1}1'1'ание 
'|ич!]ос]'и 

с заранее заданнь|ми свойствам}1.

д!о недавне:ю .1ро|;!]{о]'о к !|рс/]с'1'ав}{1'елям российско;'о (советского)

()\)[|\сства г|ре/{ъяв.]1я]|ись |1о су]-1.1 'гак}'е }{е требования: .,||оди /1о.,|}(нь|

{)!'!.]|!1 !то.]'!учить возможность в течение )кизни заниматься единственной

::;.;офессией, в которой ь'!а1о что мог']1о ме!{яться. € изптегтсниеп'[ соци-

:!].{,..о]-о усщо!"1с'тва государства' ес)'ественно, из1\{е|1и']!ись и цс.::и обра-

|()|]!!|{ия. 8 настоягцее вр(]м'| в течение 1|срвь1х 10-15 .:тет самостоятс,]|ь-

: :с :{.! деяте.:ть}1ости п{о,](о]1ь!м .,1юдям !1риходится неоднокра1'|1о изменять

г:1;с;(;и,:ль своей т;рофссс!.|,1' (роме 'гого, как г|оказь!вают современнь|е

( 1)!||'|о,цоги1{еск}|е исс]]е]{ова11ия, бо:псе тпо'цовинь] совреме!!нь!х мо'|одь]х

'т:с:7цсй 
|1р!| [1ерехо/.це к самост'ояте,:пьной )кизни вьпбирает отнюдь не тот

::1.;к>(;т.:ль рабо'гьт, к которому е|-'о обуч[ш!и в вузс.

}] тпко.гдьг:ом обунснтти (цс.][и трад}{]{ио!!ного образования не_

( }\().|!ько |}}|доизмен!|'!ись, од}|ако г|арадигма !1р9дс'гавления цели в в}1-

'ц. ::абора за11'1анирован}[ь1х знан[1й' умсглий и качеств оста.]1ась пре)к-

гпс1|> [1 10). <(.:тассическос)) образоватгис орие|'{тировано на усвоение
!!|[ов, а }]е 1{а'|'БФрг169'*'" развитие.,1ичност!!) хотя оно и 3аявлено в

!!(.]''!х современг|ого образования. <<|]!ьлтаясь навязать)) всем одинако-

1||,!с'|'и{1ь| !1ове.цсния через персдачу у)ке ус'1'анов.]1еннь1х правид' тре-

ц;стпз:':!!ий обшеотва,'1радиционное образование !{е дает рс{шизовать
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стРм,|ение личнос'|'и к самоопреде'|еяи!о и' сл оватсльно' самореа-

лизации, так как на первом мссте ок&зь!вается не оама личность' а

цродукт' который от нсс можно полу{ить в дф]ь|{ейшем.

ма!ематичсское образование. в соотве!ствии с кл:гсической па'

радитмой мышления. ориен!ировано на ов]!адение системой !яаний.

у]\{сний ' ндвыков' к0торь|е, как почему-то сц,]таегс& необходимы
каждому человоку в повосдневной )кизни и 'Фудояой деятельности,

достаточных д|я изРения дргих дисцигь1ин' допускающих ан&т|ити-

ческий ме|!эд изучения _ физики, химии и т'д.' для продопжени' об-

разования. содсржан]]с тадиционяого обр:!зов€шия оояовь!вается на
шнформационно-объяснительном подходе, когда достаточно 6ольшой
о6ъем знаний да91'ся у{енику в готовом видс' Без создания некоторой
базь!, естесгвенцо, обойгись невосмох'!о. но <д]|я боль|||янства
|пкольников у1е!1ис означает оовоение и заФепление только препод-
нооямоло им. ученяе характсризу9г подражвтельвость и авторитет

учителя (что само по сс6с хорошо' если ав1оритет н€ переходит ! ав-
торитаризм). учекие пРоиоходит на фояе опрсделеняого равяодущия
Реника ц содержани!о бразования, ко10рое ли|!1сво в г'азах Ра-
щихся личяоотного смь!сла. (учитесь, в )кизни пригодитоя|) но вот
по 6оль|лей чдсти то что изу|а|от в |1коле' в повседневной )кизни
1пкольников и их родителсй не Федставлено. как в нача11ьной' так и в
основной школе 

'1рео6ладает 
установка на запоминавие материы1а, а

не ка его о6думъ!вание) [6з1' трсбованис (всеобщего' овладе!|ия ма_

темвтическими знаниями, как, впрочем, и любь|ми другими' ||риво]!ит
к тому' что осяовным элеме1|том' определя!о[!!им уровень этих зн&-

ний, становитоя наиболес опа6ь!й ученик. дейс']'вительно: {штор или
авторы у{ебников мдсоовой школь| орие!|тиру|отся не на оамого
сильного у{ител', который в дальней1||ем будет работать с учебни-
ком. в оилу массовости он или они должны ориентироватъоя на менсе
подготовленнь!х уч!тг€лей, а те, в свою очФедь' на менее лодп(утов-

леннъ1х учсников.
сущес!'вующа' (!а данный момевт сиогсма бразования' 1[метим'

]{е только математического' педагогоце11трична. главной фигрой в
ней высцпает !|е учаш]ийся, а учитель' преподаватель. (многочио-
ленные частнь|е проблемь! могут бь|ть реп!екь| только на основе ща-
ви.]|ьного понимания о6щ!в принцилиалънь!х особенносЁй сложной

деятсльяости педагога 
- 

главного дейсгву[ощсго лица д1аматически
проду!|анного во воех дот!шях опектакля под широко понимаемь1м на-
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звднием (уро0 [19]. о6ь|чно в нач&пе урок&, посроеняого на прин-
||ипе - о6ъясненис, приведенис примеров ре1дения тех или инь|х за-

дач' закреп'|еяие лройдеяного, учите]1ь, сам того !|е желая! а чаще

всего не осознавая' сп!дает н€кий (оталон'. ко1орый Ркс сущесгвуе1

у нсго в лолове. этот э'1:ш!он оснояан на том, как сам учитель (не уче-
ник!) представляет се6е прав.!-'!ьно€ решевис, тг учитель может ис_

!!ользова1ь га.!нообра,ные инсФук||ии. но общий кон_екс! один:
1(/{слай, как я1'. поведение учащегооя под действием серии подобнь|х

указаний (что следует)), а (что нс следуег) становитс' вполне прод-

оказусмь|м. доверив]!!ись (а иного он и не мо'{ет се6е представить!)
''кспер1'|!ой оцеяке уч''те]1'|' реник низводит сво|о ответствснность
!о уровня вь|полнения того, что сму говорят. он очекь старается не

д&.|ать того' (чего не слсдует), и заставляет се6я делать то, (что с']е-

)(уст), это вызывает у нето напряженное чувство постоянного ожида-
!!ия одобрения со стороны у]и'1!'я. типовые задан!|я требуют типо_

шь|х реп|€ний и вс'тое отсгуп'!ение 0г (нормы' тРагтуется как
о'!.тплсние !олько в худш) ю сгоро!!у' !!.рсмсной счи!ается движе-
!|ис от плохого к хор1||ем% но она инициируется |{е тем человеком,
которь|й должен меяяться 

- 
не учени!Фм' а учителем. это происхо_

ди1 в оцеяочном контексте' и о6ычной ответной реакцяей учаще)юся
япляю'гоя сопротивлсни€' сомненис и 6оязнь неудачи. лишаясь воз_

мо'(ности оамостоятелъного выбора, учащийоя не пь|тается полу]и1ъ

уловольствие от учения. а т1ы'!ае!ся только яа']й[ть. какой рвультат
мог 6ь| устоить у.|ителя. соботвеннь|е интересь| учащегося здесь |{е

у'.птывд|отсл. 1{л ученик, ни )ц|{т€ль скор€е воего нс осознают' что
тпкой подход к пере!!1енам подрь|вает внутренн1ою готовнооть г|сни-
к1! учитьоя и нссти отвстствснность за это обученис' на собственном
о!|!'ггс мь! поняли' что }|аши инструкции! вь!сказаннь|с с самь|ии до6-
р!'!ми намсрениями. ино|да учсниками вослри!1има!отся как метод
к.ш!'Роля. как нф|оверис. чго !!редсг]вляет собой у!'ро1у д,!я их с('те-
с: : ::с:;::ьтх спосо6ностей.

(]у!цеству1ощая вь|не система о6разования построена на ст'|хс.
!!с т:а животном чувстве| а на чувс1ве страха бытя пепонять|м и ||е

!!|]1!!]ять!!1 класоом, фуплой, коллек1'ивом и т.д. как указывают со_

!!рсмсняь!е психологи [!27, 128], <яа оцснку уровня возможных дос_
!ш'(с!!ий значительвое влиядие оказывас'г урове!]ь притязаний личдо-
0!!|' шобснно на первь!х эт:шах де'1€льности' напримср' в 0]холе.
('у!!\ссгвснпое в]!иянис г|а процесс |{елеобразовавия оказь|вшо1' соци_
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[ш1ьнь!с факторьл: ||о]!ожеь|ие ученика в унсбшой гру|||(с и уровень его
дости>ксний по отно1!!ени;о к гру|1{1овь!м резуль.гатам. |!роведеннь:е
исс]!е..-(ования {1оказь{ва1от' что ученик ориен.!.ируется :

. на среднс!рупг:овой резу.г:ь'гат> стараясь бьлть не ху)ке' чем группа
или класс в целом;

. }]а ;лунтлий резу.)1ьтат в гру|;||е или классе (ес.л:и результа-.!'ь| Рени_
ка вь!||]е' чем средне{руп:повьте);

. на бли>кайгпего по уровню дости)кения учсн|4ка)

. на свои личнь]е п0казате][и (их измснсние во времегли)>.

Б сушест'вугощей системе образования ученик' как г|рави']о' стре-
мится приблизиться |]о уровн}о достижений к уненику, б;ти>кайтшему
п-го ребньлм дост11)кен!{ям. 3то явно проявляется в том' как ученики
располага}отся Ёа урокс' хотя сами они, бьл.гь мо)кет' этого не воспри-
нима!от. 3т'от эффект назь{ва}от <эффектом 1]огони)) [128!. <Бс.:;и рас-
хо)кдения ме)кду субъек:'ивнь'м[| показате)!ями академичсской успе-
ваемости и теми )ке по1(азателями у учеников с б.г;и>кайш;ими

резуль1'атами дости{'а|о'г о|(ределенной ве.гтичи!{ь|' которая о|1реде'тя-
ется как характером деятельности, так и .]{ичнос'|-нь1м и качес'1'вам|4' то
ученик вьпбьтвает !43 (|!огони)) и орие1{тирустся 'г0.,!ько на свои успе-
хи> [129'|. 1аким образом, 

'!ичнь|е успехи - ор,|ентир либо д]1я от-
личников' ,1ибо' как это не звучит стра}|но' д;!я неус1теваю!11их.

Фтсутствие ш]ьтер}{ат'{вь: в вь.:боре ме1'одов ретлений !|редлагае-
мь1х задач в существующих нь|не .]1и1{иях 1'|риводит к интерес!{ь1м ре-
зульта'гам' {!рояв.,|я}ощ!{мся 11ри рассмотрении г(роцесса усвоения а'[-
гори1'ма реш!е!|ия 3ад(ач.

Регшаемь:с за]-.ачгт

Рсп:;сп;птьпс за'{;тч::

Ёерс:псгт:-ть:с

Фкончанис и3уче}{и'1 'гсмь! 
2 этагт

\4

Ртсс. ]

Ё}ремя

! этап 2 этап Бремя
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3тап 1. Ёа начальном этапе рассмотрения какой-либо темь: в

|):!мках алгоритмической линии пост0ения крса количество ре1|]ен-
!!!,|х задач снач!ш]а растет меш|енно. 3то объясняется неувереннь|м
|[]|!|/{ением €ш1горитмом ре|||ения данного круга задач. ,{аглее скорость

|)с!(|сния и ко.]{ичество ре1пеннь!х задач резко возрастает 
- 

€}лгоритм

ус!]осн' но снач€ш]а ре1|]ак)тся только прость!е задачи, тебующие его
!(){|1{ого применения. Фдновременно появляются задачи' которь1е не-

|);!'!ре!]]имь| в рамках приведенного алгоритма ли6о требу}от доста-
:цт.тгпо больгшого времени на ре1|]ение. Бозникает еитуацу!я (бега на
ш!сс1'е)) .-_ защать{ на ре||]ения нескольких задач начинак)т превь||шать

';!'|'ра"гь! 
на ре11]ения всех {!ред1цествук)щих' а новь!х идей илп методов

|)с1!(ения при эт0м не возникает. Фбь:чно такие задачу| у\лу[ вовсе не

| 
){!ссматривахотся, либо откл адь1ва}отся ((на потом ).

3тап 2. 3адачи, ре1шаемь|е даннь{м алгоритмом, г!очти исчерпань1'
!'|)оисходит псреход к изучению другой темь]' которая вовсе может
!)!,['гь никак не связана и]]и в очень малой мере связана с предь:дущей.
!(ст.:гичество ре1пеннь{х задач через некоторое время начинает умень_
||!а'гься в силу того' что некоторь|е ре||]ения забь1ва}отся' и, таким об-

|)1|'}ом' ко'{ичество нере!шеннь!х задач снова начинает расту1'
!!4с:тользование арсен€|ла 14дей и методов' привносимь]х содержа-

!(:;(БнФй линией задач с парамещами' и цостроение курса на принци-

::::х обратной связ:д позволят сделать так' что крива'{ усвоения буАет
!||,|г.,1ядеть следу!ощим образом (Р ис. 2).

Ретшаемьте задачи

3 этап 4 этап

Рцс. 2



3з'а:: 1. 1!роисходи'г |{акоп;|с}!ис ме'|'одов и щ\ей, !!ре]1']1агаемь|х в

рамках .д{аттллой 'г'смьл, вьтбирается какойт-либо дом}!н}1ру}ощи}"{ мет'о]\

рс1[|с[|ия за)\ач и так же' как и в классическом с'|учае, ре|1|аются про-

с:'гсйш:ие задачи однако' {!ри перехо.|{е к следу}ощему этаг1у метод не

ис[{ср|(ь[васт себя, а обь]чно становится сос']'авной частью дру'от'о ме-

1 о.|1а.

3талп 2. (омби::ацией новог'о и старо{'о мето2{а ре111аю1'ся 3адачи,

к()''орь|с од}1им методом были неразреш1имь] и;1и ф!{}1о разрсш1имь].
(одичсс_:'во не решеннь]х рансе 3адач у{у1ень1].[аотся' а ко;1ичес1'во ре-
|]]еннь{х снова растет. 3атеш: и второй п{ето.|1 исчср||ь]вает себя, 0днако
мо)кно г|ред]1о)|(!|ть третиг! метод и'г.д.

1аким образом, содержатель}{о_ме'годичсская ли\1ия 3адач с !тара-

}|ещами' пос1рое!{ная по т1ринципу обратной связи, прс]{усматривает
1!остоянное обраш1етлт.:е к раг[ее ис11ользован!{ь|м и/1ея]\1 и мс1о'.1ап,| наря-

ду с введением новь1х' Бьлбор метода рсш!е!{ия зада({и 
- 

прерогатива

учащсгося. }читсль вь!стуг]ает в ро.]|и некоторого 3аинтерссованного
благонастроенного наб.птодателя' ведущего дискуссию между уча{ци-
п.тися' Результат!!в1{0сть такого |1одхода о!!ределястся ::о с!орму':;с:

Р взультА1'ив!{ость : потЁг 1циАл - вм в1ш А'гв]! ьств0.
|(.глассическу}о систему обунегпия можно охарактеризова1'ь как од-

нокана|ьнук) систсму массово|'о обслу>киванил с о}киданием. Бремя
ох(ида[[ия ответа 

- 
рсакц}|!| учителя на действие учен|{ка 

- 
в этой

с!1с'геме играет больгшуго роль. 11риу.теннь:й к длостоянной огляд:се в

11оиске (!!рави'!ьного отве'|'а), ученик где способен при}{имать сап1о-

с'гояте.]1ьнь1с рс11]е!{ия' Бремя г|олучения ответной рсакци!.{ в т'акой

систсме 0[1рс'1е:1яется самь1м с;табьльп ее :]вс}!ом' что |1р11во/{и'г к нсм|1*

нуемь!м врсрте!{нь1м г!отеряр{. Фжидая отве'га' учен[1ки как бь! вь!-

с1раива}о'гся в очередь. [1рс]{.шагаемь;й нами подход мсняе'г сис'1'сму

обслуживагтия - система остается сттстемой массово]'о обслужт:вагтитя

с 0}к|1дан!,е[1, но, по крайгтел".: мсрс, о)киданис 1{с сво/(и гся к о)т(ида}||.1к)

рсакт{!1и учителя.

$ 2. €истеп{нь|й {{одх(']{ в обу.|е}|и!|

()бунсгтис 
- э'го систсмньлй пр0цесс' что означас;' дег1ст'вие и

1|[)с]\!!о.]!агас_г измснение' Б основс своеЁ.т обунс|'!ие -* :,уто глез'.:тя об-

1;а'л';л<;}! связи (Рис 3).

|6

Рахс:' 3

|.1ногда ка)}(ется' нто обреттие - 
')'г0 оообьтй вид дсяте']|ьности

(/цажесущсствус.г![онятис<унебная,.1ея,те]!ь11ость>)'которьтйдолжен

!!ро!4схо]\и1'ь в с(1е|(!1а''1ь|{0 о'гведс!|![ом '|('][я э'гого п{ес1'е по]{ чьим-т0

,,^б',*,",'"ш':. 9 действ}т'1'е;|ьност}1 обучсние '- !1ро!'1есс не1;рерь|в-

п+ьтй, реы:изугогт-:ий о,{и!{ }-{]3 ос[1ов1-|ь!х видов обратной связи в ||роцес-

се ж!,|:]11и. }}ьлт:с);тняпя какис-'лтибо дсйствия (тграктинсскт'1е !'1;ти мь|сли-

-:'е];ьп:ь:с), 1|елс)вск усва|'|вае'г рсак|1'!'1}о !|а )т[{ ,1ейс-!'вия }1 г1ринимает

рс!11е!1ия'и}{и|(иирую1ц}{еЁ|овь!с/{ойс'л.вия.3'гоштс:хаглизмус|,|ливак)-
тп]ейсяобрагно}тсвя:]и-|]ембо-г1ь!пс;1е+:|ствг:й,теп{си.,1ьнеереакция
на н|'|х' что, в свок) очсре/1ь' увс']1}|цив;]е'т кол1'1[гес'гво Ё;ов1'1х реттпег:г:}!'

['1о обуяе*тис !|иког'да !{с бь!вае'г са[1о т!о ссбс' 'гак как во вс:гком обу_

чен![!1 есть це:]ь. Бсет'/-ла су1шествуст разрь1в меж]1у дейс'гвитель[|ь|м

по:1о)ксниеп{ ;1е.]| 1{ 1'ем' ч:г0 хоте']]00ь бьт :ло;тунить' ]у1ожт:цэ у'|\с)вле;'во-

ри1'ься дос'1и!'}{-у')'ь|м сос'|'оя}!!1см }'1 с'гара'1'ься его ||е 11зш1е!!ягь' \4ожг:о

|1остав11.г}, ттсре.;\ собой !{0][!э }'!н3'1'Б большге' ов]1а/{е'гь ме'го'|{ик01'1 ре-

ш,е!{ия тсх и,!|.1 инь!х з|1да11. []ос-!и!!ь 11рин('|!.!{1ь! их реш!с!!ия. }3 этом

с']1учаевсег1.}1]]'{]1ейс.гвиябу:путнаправ.}|е}!ь]над(ос.ги}|(с!|иет|остав-
ле|{ной |(е.]1и, и }'!еха1{!1зм обунения бу]1е'г л;ре/тстав'!ен 1[риблизи1'ель-

но так (Рис' 4)'

Р1ожет ,ти об)^тсг:р:с не бь].гь развива!ощишг? [|аралоксаль[{ость та_

кой г1ос].ановки во11р0са !1оч1.и очсвидт:а. Б само}"'1 делс' 1-1ему бь; мь:

ниучи.,|!-1сь''!.ак}{.:,и},1!1а!{емь|р&3виваемся'11ро|1сходяткак1.е..{.оиз.
мснсн!1янаш1е].ос(}знан}{я..]1!|чности'с'1особ|!0стсй.Разноеобу+ентте
мо;кс'г !]нос[1,.ь разньлй вк',1ад в разв'.!т!1е, д(ава'|'ь ршзньлй развивалош{ий

эффсг<г, но э1'0 у>кс :пр'угсл}| во[1рос 
- 

с)це}{ка развиваю1цего эс}фекта'

/]ает' ;ги э1'о основаг1ис де]][{'гь обунсглие [|а р|1звива}ош'\ее !1 не разви_

ваюшдее? Бесспорно, всякое обунение внуренне свя3ано с р&зви'гием

11

!своен;те реакц|'|и
на.г1ействт':я



!'' '')/{|'!!||'у| и'\ рсзу)''ь'|-,1']ов {'1мсс1'разв!.11.ис. ||роб,лема же состоитка!( связа{!ь! п,1с)к]{у ссэбой обунс|]ие и развитие.
в 1'ом, !!рост'ое обунение }!е заФаг}1вас1 !!а;ших мен'|'а.]1ь}{ь|х моде]1ей' 'г.е.

|!/(с''1 и !тредстав]1енлай, кот'орь:с мь1 1{с|,о]!ьзуе]!, д'|я }{а1|рав;!ения на-
пп:их;'1е}1ствл:т?, дцдд г|онимани'| !!рич111| и с.::е/{ствиг] 1{а11]!.1х дсйствий, а

! {[|(же ддя ос\,1ь!с'|е!{ия |{ац]е|'0 о|1ь!'га.

йь; г;ришимаеп{ реш!ения и вьтбираем свои дейс'твия из о1!реде]1ен-

п;о;'о набора' 1|ре/1ставля1още1'о собо*".г часть на|ших ментальнь|х моде-

';:с}1. |[римсром 11одоб}пого вь:бора с.]|у)ки1' от}{о1шенис бо'::ьгшинс'гва

у'тргте;:сй и учащихся к рассма'гривасмь|м нами задачам с 11араме1ра-

ми. €читае':'ся' что все данн1'е :]11да{|и (<{{сс1'а!{дар'г!'ь|с)), нс ||ред]!а-

}|!аче}{ь! д.]!я рс11]еп!,|я все[,1и учащимися. 11ринеьл э'го убеждег1ис !1ок0-

|!'!'ся нс на собс';'венг1ом о11ь|1'е э'гих уч!''гс ]\с{1 и учаш{ихся, а на
!\1!-!с!1и!1, вь!сказь{вагощимся ксА1_т'о .!{ру{'}1]!1, бо.тлсе ав:-ор[|тс1'нь!п4' чсм
сами учи1'е.]|я и учаш1иеся. 8с-т'естве}'г]о, (1'го в э'1'ом с'|учае разрс!1]е!|ис
;сонс}.::ик'га мех9|} ,11ейств|4'гс)1ьнь1м г!о']|ох{е}|исм /]е.]{ и )кс.]1асмьтм бу_

/(ст ре11]аться т:ри6згьл>ксн!.{ем же']{ас\,1ого уров}1я к де}-1с1'ви1-е.]1ьному, а

|!с стрсм.]]ением увел||чг;';т, ]\сйс':вд:те;дьньтй урове[.]ь знанг;й' ч'гобьт

.[(ос1'}1]'}!уть )ке.,{аемог0. Б :трот1ессе прос'го|'о обуясния .цейс1'вуе1' ме-

.\а({изм уравнове1|]}:валош(ей обра:'ной связи' }!а1|равлс|!нь;й на обеспе-
(!сние ада{|'1'ации к ]{ос]'}.1|'!{утому уров!{|0 г.: с'габушгьнос'ги. <€р::лтгца в

|)ука.{ .)]учш!с журав,1я в нсбе> 
- 

|1ос.]|о!]ица, отра)как]1|1а'| суть !!рост0*

: о обунения.
11рслгодавание ;:ю6ой дис|(игш||1нь!) ос{!ова!|нос на шр!{1!ц}|!1ах 1{ро-

с':'ого обре1{ия. г1ат!рав.]!с{|о }1а о'ц;або';'ку и з!1кре11.||е}{ие ![роцедур,

![ор[.1' 1'!одходов, с п0мо|!1ьк) к01'орь]х гт;тт:6олсе ||росто ]1ос'ги){(сние !(о-

01авлег;1{ь!х це;;ей. {'1 чепт блгт;кс бу";.т}т г:ахоли1ься )1]{ |1с,}|!! к р0в}[!о
((сред![сго)) учащег0ся' 1'е[,' |1рош1с буд1е'г г*х дос'[[1жс}}ие. (]о врсштснсшт

:*:,лрабо'гантпь!с с|!особь( г||]с||о]|ава1!|]'! и учсг|ия могу1 за|{ос'гсг1(тгь и

с;агь барьс1-то]\1 /'{.]т'1 !1о1(с|(|! |!о};ь]х 1!0'(х0дов. !{с.:тьзя г;:тй:'г: бо.:дьлтлс[] лдо_

ь!сх!| разви1'|1$, т19* с];о1'тма*т':з;шц|.1я |!о.'{х0:{ов' ко'горь!е бьтлгт осгховор"д

''|ос'г:т;:<сг:и}! в про!ш;!ош!. 0'гои':'вс11оп,|ни'|ь (ь!с'|'('1 0||ор{1ь|х ко|1сг|ск'т01])

!].Ф. !1|а':'ашгова [|-]1!, <пте;о,:п ог]1сльнод] ,{с'|'ат!||)) [.:..[!. 14",:ьл.;гла |44'451.
|'1:анс;:птрова11ис ')'!'!1х п,{е'г0;1ов в ь1ассопу1о |_!.ко'[у 1]с 11о.,|уч!|.]!0сь не !{з_

'}|'гог0' !{'[Ф \!€1-[);{Б! бь:л::::т.:,охг:, а и3-]а формагг'но:-0 |]о](хо]1а, из-за

|!()1!ь1гк].| и.\ !}римен}|1), |]сс!|!}{ |1 сразу.

8г:_\с о]{тто [|рояв.]|с}{[1с 11с'г.]1и уравг|овс!|[ива1о{цс:! обрат'ггот! связ|{'

!|рспятству|ошдсЁт изш:енсш1!яп1. )то не ]1учц|ее отно!ше|{!1е к уча!цимся'
, (см_1'о о'г]!ича!о[1{ип.1ся' |1р|'чсш1 час1'о в ]{учш1у|о ст0ро}!у' о1' некоторо-
|'() (сред]{е1'о> с'га1{дар'га.

Рьсс. 4

€оо] гтошгенис: 
.д

-Рсзул ьта'т оп,, *, .#''';;:::;:'':н'1 и р азв и' ц 1я може1' бьлть раз ное.

га'зв!.{ти!{, но он!4 *-

; ;::ж;.;;;ж' 
- ж':**#Ёж?н;:ъ#'

]]0]{| 0'го13!(у .,"',',,,^'"'"в,{сно 
|{е на ра]витие' а на Ф}нкшиональнуто

в!'!]ас'|ся 1!е.]]0вс!(. .,:'.] ''''' 
в0все г|0 .3даетс] во!1росом о']'ом, как раз-

'1{с'! е}' | ] {' (],р', ., ., 
" .'|!".,",: ;:ж.#;];;' 1 ж; };;ж: ж',;:'.': 3н;:;ги|!. уп:сгги!!. 1!1![|!,|к()в.,,,^ ,*'',,,,

,{р| 11р{1 эг(-)п,! р;}звр1.лис,.? /{::, !|0 оно .," ,^''"'' 
к]]}{!ов>' |!роисходттт

;':: ]!1, ; ;,,:';]];::'''|усп{()' "*' " ,' '**|'Ё][|".11,,,*-;ж;#;
:-) ;' экс : ш у", ;';;; #;;жт#;:;::'. ж]]]]'1}*'.*]]]],
] 1'|]1'|с] ]оса.8.]|и]]ас'1.с'} к г{'!1', уч'{ть]в;1ет. {тх ]
']'|]-]'!]-,,{ о().у,тслста-т 

', 
.;;,;',;]",:;:":':::]':: 

и з"т1' (хтапрт:меР, лифферен-
,1а[1и()" о'гокэр и 

^,, 
, *'1]]^}];;;:;;:';:::'"-' сг:особг:ост.й; й.'.,р'-

;|[}''|1авлс.{о и {]е рассч'|та|]о }!а нс]-0. 
)е }1с !{',]а}{}1рус'г разв}|тр1е' {{е

'}: о! с;{э}ч&| 1'|ц|1й шик]| [!2'.[[ц'!?!1 !._."-.'*,,;;;;;;"1;;;;;]у,ж;;:ж;:;,:у;;::т.:ж;']!};]#}]}й

Разрьтв мс>кду ](ейс.гвительньгпт
и жс,]1аемь|м |то..|гожением дел
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8 рамках |!рос'го|ю обунсшг;я вь]с1раивается о]{нос].ор о|гняя ]1и-пгсй:л:тя с|}язь р1с)!'|у учас1'н!!!(амгт унсбного |1роцесса 
-. учеником иуч,'''с-|!см' о]|рс/{с'/|ясмая их ролевьлми с[:утткциями. отно|_|] е11ия учен|1-к(| || учи'!'с']!'| всс |1ри!]ь!кли воспри'''.'., так: учите'1 ь учитученика.!!1ти 'п'алсом сценари]'| ученик не задае.!' во11росов' а учите]$так0е {]овс-

ж;ж:1о]{ не г{ровсряст' нас|(оль]{о ученик усвоил матсриа1

| ! р о с о в это /{о к а з ь] в ;;];#;# ;"жж;]] 1?];.? :;;;1" ".
Аруой вар|1ант 

- 
обунсние, которое с{|ециально рассчитано нагтекгпй уровень развития' Буде*, ли мь1 , ,''' обунении получать уме-1\ия' з|1ания' навьтки? Бесспорно, |{о различие с [1ервь{м вар|!антом за-ключается "|-олько в

мь]м, сти х [{ , , ",' .'.,## ;:';:';::'"з 
в ити е я вляется н с предс к азуе *

результа'|'. А знания, умения и г|авь]ки ,,';; ]!]}#;]1]:;ж;;:ства достижения рсзу]!ьтатов. Фгли ттерсстаго:. бь:ть са. о,це.:гь'о. в рс-3у',|ьта'|'е тако1-о обуяения начинаю.г изп,1еня.|.ься |]аш!и мец1.альнь{е мо-)\е]|и. €уц-цествует. м;]ого назваттий данного типа обунсхлия

;шъ;:. -,#,',''*се' 
порожда}о1цсс }1л]'| обутсл л ие 

',"'й 
,',.',,', .-

Рассмагрггва:емыйт кон;1р обрат:лой связ!| мо)кет м|4нимизировать

|)асхо)(дс[{ие между же.'таеш1ь|м и факгг;яеским сос10ян]'|ем (равнове:ли-

|]а'1ь систему) то':лько втюм с.11учас, ес;{и [|а||га [{е]{ь 
- рост знаний, гло-

с'] оянное совер1!-{енствование' если мь| го1овь] став'1ть |!од сомнение свои
!|,{с}1 и убокдения. Без лтодобной цели эта {!91]]я мо)кет бьлть только уси-
.:;г:ва*ощей, ес.]|и'го'|ько обратная связь !1е |'|р[|несет насто]1ько странну}о

:.лнформациго' чтю это вь]ведет нас из сос1]ояния самодово.]1ьства.

[1оро>кдапощес обунение п1еханизм уравнове|1-|ивагощей об-

раттлой связи, пу1'ь к обновлению !{а11]их мен1'€ш]ь|{ь1х мо,1елей. Фно

дает нам более ш;ирокие во3можности вь;бора, новь1е с1ратегии и г!ра_

|]ила {|ринятия рстлсттий. {4 то:да уже и3вес'гная информация, но вос-
|1ринятая черсз посредство других мег{та.,!ьньлх модслер]' []р[-1веде'г к
!4нь|м ре[пениям и' 1'акип,! образом, к новь!м /{ейс:'виям.

[[ргг таком'г;'гпс обунения учите'|ь, ориен'гируясь на отвсть|, во||рось1

и !1ове]{сн}1е г-{а|цихся, 1'ак)кс не|1рерь|вно обунае:ся. 8 результате уне-
ник ((вь|т'ягивае'г)) из учи'ге]]я именно'го' ч'{о сму нРкно узнать и усвоить.
[:1 нем луншле де'|ает э1'о уче!{ик' тем бо.тлее уме]1ь|пл кшкется учитель.

Б этом с.'|учае ученик как бь; ((учи1') учи'|'е]!я учить' а у7итель в

результате этого взаимодействия <обунается>> обуяать. Б этой связи
становится !]о!{ятно' почему в больгцинстве с.'1учаев'г.н. (ре|1етитор-

ство) приносит бо.глее вь!сокие резу'1ьтать1, нсм обунение в массовой
1цко'1е. €истема (рег|ети1'ор 

- ученик> об.:гадает очень ма]]ь!м времс-
нсм !1о.,1учения отклика на то или и;тое дсйствие, как со сторонь1 уче-
ника' так и со сторонь{ рег;ет!|тора. 9сттех !!риходит'гогда, ко]ца учи-
те.,1ь !1 ученик одновременг1о учат !1 уча'|'ся (Рис' 6).9свое:лтте реакт]и]]

на.:(ействия

Разрьлв п.:сж.'{у
,ттсйс';'в:ттс..:тьньтг:

|! жс]!ас[{ь]ь'

3а.д(:г.та и;тг:

т{с'ль обучснття

и. !

&", 1

:0
Р':тс:. 5

Ртсс'. б
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€истемнь;й подход в обунени:а рекурсивсн' инь|м[1 словами' онберет огтредс.}|ен},ь!е |{ачества (в данном с;!учае способнос..д.ь учи.|.ь ||
униться) и гта бо,тее вьтсоком уров|{е !1рилагает их к .]'ому' что проис-ходит во взаимодействии' 3 этом случае у учителя есть возможностьнаучиться исполнять сво|о роль с еще боль|цей эффективность:о. йзво|,росов ученика о1! почерпнет много полезного для работьл, станетбо'г:ее восгтриимчивь|м и научится более доходчиво объяснять унеб-ньтй материал' А уненик сможет понять сцособ мь{11|ления, благода-

ря которому учите.,|ь знает предме'г, и это будет способствовать то-му, что он луч||]е проникнет в суть собствснного {|роцесса обуненияи модели' исг{ользуемой унителем. Б известном смь[сле роль учите-,|я условна, так как учатся обе сторонь1' хотя и разнь1м всщапп. €ис-темньтй !1одход как методология изучс}1ия !1роцесса обунения исхо-дит из того' ч'го то' и.,!и иной объект рассматривается как система:целена||рав,1енное множество различнь!х элементов и связей. (е.лте-сообразнслст.ь 1.акого г!о/{хода к теории оправдь|вае1.ся тем' что онлред!!ись|вает анализировать не то]|ько особсннострт функгдий эле-ментов' *тх сг:егцифику' !{о ]-1 всю с1'ру|суру взаиш:одействия элсмсн-тов, способы их связей, а так>кс 1.о х11рактерное' новос' чт0 э.1'имвзаимодсйствием достигается |!ри о||рсделеннь!х ус-цовиях ;л бе3 .легоэффективность дви)кен ия к цели может с|{!|жаться. 14менно эффектвзаимодействия им
обунения, 

". ф''.,1?: ;#;ж;:};: ;,ж;ж ;;;х:ность.

Фхарак:'сризовать про!{есс обуненлтя как систему ш{ожно' .то,'ько
проо''!сдив сс в ди|[ам!'|кс' 1'.с. вь!яви|]' каким образом мс].!'[ется ес со-с1'ав' с1руктура в с0отве.гс.[в\1и с сс фут:кциями. 11ри этош: нсобхо/{имо
учесть' ч1'о речь ртдет об особой сис.|.сме -- сис1.смс ]1сяте.]!ь}{ос1.и иформируюш|'!хся' складь|ва}о!цихся в сс рамках о':.ноттгс::;,пг.!. 3.т';.т сис-1'е1\'|а создае'гся '']|одьми, суш{сс1'вуе'|- )!)!я 11у1х, реализуе'гся ||п,1!1 и черсзних.

[1ривгтесст:г[е изменени.л)! в систему сс.!'ь задача \1|)и1;я.|ия рс!]|с-од}{а из основнь!х задач сис1'смно!'о аг|ш1иза. Фбьлчг:о г,0д {|ри-нятием реш|ения |1он
тсрг!атив 

',",''*'}#1;н;т#::]]:#;:}ж]}жж;пс[{хо.][огические особенности |троцесса при|{ятия ре!шения, как моти_вация {1р{1нят|1я ре1|1ения' о'гве1'ствснность за при!!ят'ое ре|'[{ение' пра_во вь:бора, возмо){(нос'гь осознания, сте!|снь риска г,ри прин}[маемом)1

|)с1шен!!!.1, оце11к[| и коррекции вьграба'гьгвае}1[,]х }){].1!()|::'*;} и т'.д. {1ри-

!!!.!р1ая рс|псн}1с !1змс}|ить существу'}ош1у]0 |!а данд:ьгт'] :\,!0]\1сн'г' с['1с'гс1\1у

]\'атеп{атичсского образова|]ия со3]'(аниеь,| сод1с|]х(а1г:1}}}10-мс'!'о,ц}|чес-

гсой ллууии задач с параметра${и, на/|{0 д0казать. 1{'1'о в ,:]о.]1|'осроннот?

|!ерспек'1'иве такое ввсдение !!ринесет г1о,]0)к!'1'гелБ}1}э|9 }-]€3-{'!|Б'1'&'!Б(.

Фсновное свойст'во лгобой с11отсь{ь1 -- ь{а']1ич{,{с тлс.:тгт. <<[{е.:ть суще^

с'гвутощей оистемь1 матема1'ичсского 1ш1(0.'1ьного о6;;таз{-1ван1'1я с0ст0ит
|] том, чтобь: 0беспе'тить уровень образовангтя' ,[({}с']]:1т'о,1,+ьгй д.;:я

|'ра|*с.,|я!{ии }| воспр0изведен!1я вь|с1|'1их обр;тз:[отз }!}! 1с!;.'{Ёкгу:'1.]1ь1.|ь(х

|.1скусств)) [27]. 0днако' ка!{ !(шшет 11*ттер ]{рукер, ав[()[] !{г1}!]-!т <<|1о*

с'гка!1ита'1ист,{ческ0е облцество:; [35] к:з;та:;:те 0!!!.1[1ае1'с'{ ()г вс(]х ос-
'|'|ш|ьнь!х ресурсов. ()но г:остоя]{но устаревае',', '''1}к ч'го се|'(цня1цнее
']!|ан,{е 3автра у)ке станст !1еве)кеством. А зг*ание, кс,19р()е и&1се'г 3на-
|{снис' !|о/(вергается бь;стрьтм и 1]сзк!{ь1 }13]\1е}]с|{ия\! ---_ [1а|']ример, {)'г

фармако;тогии до {'ене'1'ики в з/{раво0хране{{и!.1 и]!}1 0т 11срсонш{ьнь{2(

!(ом||ь!отера Ао |,{нтернста в к0м]|ь|о'герно!! 0'|'расд11. |1ро;\у'к'ги+знгтс:гь
']|([1ния и ра6отнг:ки' со3/{а!сщие сго' бу.;ту'г 1{с ед!1!!с'] вс!-{!{ь|р|!! фак::о-

|)11ми ко!{куре}{ц{|и в мировой эко}{омике, }!0' с1(0};ес в!]сго, -'реш1аю-
|!|'!ми). 1акип: образошт. 1.1с.!|! к;!ассичсс:,ов{ с!|с 

'сг'!ь| 
],':| !с|\1:|1'ичсс|(о!'0

образоваг:ия, заявле!{}|ьтс в <'[;эсбова!{!.!.'1'( п0 ма1'с&1а'!'г.:,дссг;ой |!0/{[-о*

'!овке уча1цг:хся> [98] и на{1рав.]|с{|}1ь1[| Ё{а вос!!р()}1звсдс}{ис готовь]х
'тд:ан:тй и алгори'гмов' }!с соо'гвс1'с_1-ву!01' с0]]рс]\'!сн!10]!{у ]тапу разв!{'|'ия
обгцества в цс.,]о}\,1. А.:тл'с:риз'гиг.;неская ,'|}{}1ия, т:рсс:6.;та,;та1о11!.а'' в к.т1асс11-

'псской системе образоваг:шпя' !.'с пре.|10()тав.1!;{е1 "/ц.1атцс}..11уся 1!рава са'
г|{ос'гоя'ге.,1ьнот'о в ьтбора'

€ друой сторо!1ь]' сс;\ержате'|1ь1|0*]у|стод,{1{сс1{;}я -ц[1|{'{я задач с г1а-

|]!1ме1рами' как и]!с1руп.{с}гг рсад1{зацР!1]1 с!1сгсг'|}'10|'() ]1{}'цх0/1а ]'{ сис'гс&1-

!!о!'0 мь11!,1'|е1{ия, 
'1редостаг}'|яс'[ указа}![|-1!,|с в()з]\,1о}к{1ссггт. 9нагц:тйлс'я

!!||раве сам вь;б*трать п(ет0'1 р€ш|сь{'!я 1'араме1'ри(1сск|{х ]}адач, строР1']'ь

!|.,!;1|{ ре1шс!{!{я' !|рово/{ить с!'0 |[[{а.]|!!з. [{с':гь о6;'тс{||.1я в это)\, с,!учас

сс!орптул::ровагта сщс заь,!с!!ате.,{ьнь!;\' ма;'(:ь1!}'|'!'1!{[}}'{ {{ !1с]1аг0|'ом

/{. [1ойа: к}-{е.пь обуненгтя 
- 

{]ауч'|';], м0ло/]1с}кь ;с'''':,1;111,р[с];}]

!че6ньт:1 !тро!{есс 
- 

сис'ге&'а. Рл'о э;;с:тцс--тт1'а\';]1 1]'!}жа'г {{!'-1!}1, (:о""

,](срх{ание' форш:ьт, р[етодь1, с})€;}с1в,1 
'1 }]с:}'1']!ь'!;]'!:,: ц:6'.чсг;{!}1' 

-|аним

стбразом, <унебгть:й 1троце(:с .ц0:{жс!'! рас(]ма'т"[-'|'!!-?|1'!'ь(_]я !(ак ;:бс';1:ак_ггпая

!1с.]1ос'гность' в которог1 огтстептог:бр!1з}'ю}1]!'!ь1 ;}т:;к ; 0р'':ьт яв-]1'!с }' ()я

1!ре]{метная ]{ея1'ельн0сть учац{их{]я>:. 3.А' Рсшгетц;гз;; [ 10.1-| ;тре;цстатз.;ля:"

с'п унсбньгй !1ро!(есс с.]1сдук]|!1и1,{ об;;'.:з,':ьс (!);.;с- 7):
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Расс:. 7

Б э_:ой тлрс';с':о[| п1о/'1ел}1 учсб}|0!'о {1роцссса 1.{р1.!с),т.ству10.г 7 ).;1е-}|снтов. |у:г{ес.:.вук;1]{ая с!!с1.е1!1;т с.габи.;льна, всс сс .].]!емс|[|.! | сов\{ес-'г{.1мь!' 
11 с!!с.1'с1\1а;таболасг' к0г:сдештообразулош{ел] связьк) з]1с!]ь 8ь!сту_г1ас'г |1рс/{мст|!а'! 11еяге.]{ь!{0с.| ь учаш{с|,ося. [(ом;тоглсп;.л.ьт у,гсбг;стт'о|!роцссса, !.|а!![|}-!а'! с л1с..тпсй }| зак!1!{({'|вая ог{енко|1 с! 0 рсзу,!ь|.атов. вь!_

с|'}'{]ак)'г в с!ол<-усс глрс21п:с;п;о{1 .|цся!.с.]|ь|.|()с|.'4 }/ч{]ш{с|.0ся' ![-;о 1|0]во]|яс'1
1]ь!яв}{т} дс(;скть: с}1с',гемь1 о(!унс;;ия !| в}|сс.!.!| глсобх<-,,,;1;ть':л,!с !(о|)рск|и-
дтьт в лгобос ес:]ве''о)) [1141. н.Ф.'[а;:г'гзгтд;:т о||рс]{с]1яс!.обу.тс-::г;с как((дся'ге.,1ь|{0с1.ь 

у'11,''*',, в уиеб*:опт ||р()!{с:ссс)), а 
'(ся}с]{ь|!0.,,, 

.,у,,,.,!,,^*,
вк'||гочен]{о1-о в унсбгльтй г:роцссс, как уче1{!'|с)} |!|4]. 

-[':!:*глп,:,,б},'',,,,' 

'класс[{ческой слтст.сптс /{ея1.е.'!ь1;ос!.и уча!це|\)ся ,1 у(||1.|с']|я рассма'гр!1-ва}0тся как ]1ва раз.'!ичнь1х вида ]{ся.гс.]1ьн0с1.и-
Б г(елях обунсттия о|!реде.)!яю'.ся к,'ассь! и !'[11!1'1 3а]-цач. к01орь|с]к)''!)кен 1|ауч1|]'}'ся ре1па-''|' учагцийся на раз1!ь]к уров!{'!\ обунснл:я, с|лор-

мь{) вр1дь] и сат<;собьт /{с!ггс,(ь[|0сти {{0 }1х рс]!!с}|!-.1}0; суш{сс"!!]с!!|-!ь|с ха_
ра](тсрист|''ки э'гой дея-!'*]]ьност}! ка]{ сфоршттлрован|'ь!е умс['[,я; т{ред-ме'гное содер)кание. форптьт обобщеьлия и с.щуктура усваивас]мь|х
24

г:п:::гг:й; г|']|анр|руемое развит}!с с:госо6т+остей (в настностг:. формирова-
!!!!(' |10вь!х мь{с.];|(ге.'!ьнь|х ог1ера1{ий, мьлс.лтительнь1х с1руктур' (о!1ера-

!!|!{!!|'х схсм))' ор!1ентируюш1их мь|с.}1ет{}{ое вос|'!роизведе}!ие 1!редме1а

!| ,:(ся1'е.'1ь}'0с'.;'и с ним); -харак1'ерис1ики формируемого мь]1|-|]|ен}1я как
('!!с-|'смного. Б иерархии цс;тей обре1{ия ||срвое мес1'о занимает форми-

|)()!][111ие дея1'е'1ьности учаш1сгося ('георстинсской тт гтрак';'ияеской) в

;|::;п<сировагтнь!х норма'|]ивах как обтцего с|;упд/цаштепгга' на ко'горопл бу]{е-г

!||,!с1'росцо многоэта)кное здание всех с{'о 1!риобретсн!1т! в т:рошессе

п ;['л 1,, 161'',"' 3!!а1{и |'{, умен ий, с: :особностей.
(]о,д|ержание обунения вь|сту!|ас1' мног0комг1онен'1'}1ь1м образова-

!!|!см, вк.,1ючак]1ш}1м в себя:
. с}|стему научг|!,|х знатлтлй () !!ре.цп1е'|е, вь!ра)|(а!с|!]у}0 совреп'1ен}|ь!9

}!орма1'ивь| сго те()ре'гр!чсско1'о о||исания как с:гел1ифт:,деской сис-
|'емь];

. ']1.''.\н|1я о дся'|^е.]1ьности. в кс)торой форь:ирт{о'1'ся знания: це.'|ь. сре]г

ства' способь! орга!{иза;1ии и формь| 11редстав']|ения результата;
. Ре{ш1ь|{ь|е умен|{я ((исследовать))' ана.,|!|з}.{рова'гь объект, вь]яв]!ять

его систсмнь1е характсристик|.! как с;тецифической с|'1стсмь!

.цостнос1'ь' сложность' органи3аци]о, мттогообразие форм сущест*
вования как ва|)|.1антов данног! сис'гемь|;

. уь{ения ис!1о.]!ь3овать резу;1ь'1'а1ьт':'соре'т-г.тнеской деятс.,|ьн()с'г||

1сформг:рованнь|е знаг:ия) как ориен1'|]ровоч!{ук) основу для ре-
ш1е11!1я конк}]етнь1х за](ач.

Формь; обу.:еглия вь1дс.]1'{ются :ло их функшг:г:. 
'|'еорет'инеское обу-

,!с!|!4е вь|г!о.пп:яе':' фул;кци}о (||ро}[зво]]с'гва))' форп:ированутя зузани{л.
')!() 11с }!р0с'|'о ((с'.]|овес|{ос)> обунеглис (.т;екция' и,{(:щук1'а)к и т'':т. фор-
\11,! 1!ередачи знаг;и!|), а с(]вмсс'г!1ая '1'еорети!|еская .|1ея'гс'][ьгтос'л'ь (с

у,||]1'с.]|см. с дру.|'!!]\4и унащг:пллтся) г|() ана'т!и3у прс}1п4с'га, в !|роцессс ко-
:с:рой вьтяв'л{я|о'!'ся разнь|с с|'о !|озг1аваеш|ь!о содсржания' 1|рин!1п1а!о-

::тл;с форп,:у знани|-.: 0 неп,|. Разгпыс видьл обучения: ;]ек!{!.тя' семиг|ар,

;::тбора'горпль1с за|1я1'ия' !1рак1'ику!\,1' самос'|'оятс];ь::ая р;:бога с л!1'гера-

:у1'той и 'г.д. --- формьл '!'еорети!(еско!'о обучения' |!0ско',!ь1{у о!1и вь!-

!!()']|г{я10'1' {;унпс:тито (<исс.]|с/1ова:гс':дьсл<ой>> деяте.,!ь}!осттт, формиру|ощей
'!!|а!]ия. |1рактинсская форма - 

не (;{с:{а}{ие рукам!1)) и.|111 у||ра}(нен}1я
!! !!рактическом ре|(]ени}1 задач' а обуне*:т:е, форппирутошее умения и

,!1|1]ь|ки целенаправ:1ен}!ого ;треобразования объек'га в ра1з}!ь{х ус'|ови'
ях с ис!|о']!ьзоваг!ие\1 сформироваь(нь[х знан}{й в качестве орис|1тиро-
:тс':,пт!ой основь] г1рак'ги1{еской /{еятс.:;ьности. 0ьць;сл :пргтобрстенттьлх

!.]с.:тгт обрсггия:

Фо;::ьтьл

обунения

:::1_[

€одержат:ис
объ'чстт::я
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з}{а|{ий' их |.|с'| 1{1|1|()с'1'!) 1-{ "к'/"1ьтур||ая |{с!{!1ость открь!ва}отся через

функ:т;.:го о}]ие(|'г[1р0ва'г}' |;|]}ео6ра":]овате''1{,!{)/|о дсятельность'
йс'го,;1 обу'петтгтя ра{]!]}4а'ц)и}]ается как с1[особ 0рган}1за!1}|и ]]ея-

'ге.]1ь[!0с1'и усв сг|ия з+1,а{1|А\1, ]/'&]|е!:и!-|, форптиротзагл!1я !] развития с|1о-

со(]нос';-сй. ]4схс'цнь:м моме!'{](]м здесь вь]с1'уттаст формирова|;ие !'| ус-
восг{ие сам0й дэятслгнос'т:а. [1р;а ]т0м в 11ро{{ессе усвоения с]|едует

раз]{ича']'ь формг:ртлогт.{у!0ся, с'га!{Фвя|-|{у}ося дея'|'е.,!ьность и ркс сфор-

мир0ва1{|!ую. с'гав|!{уло у!{9|!ис&,1. Фопмт,лрутошаяся !1еяте]1ьнос1'ь с|це

гте обре.:;а с:вой вгтуз'1:егтгтт.;!] г:ла*я. вну'гренн!о]о |!рограп,!му. ||озво'[я}о-

штую субъекту са[{остояте":!ьно :т гз ':тсбуецсь{х нормати8&[ 8Б]{1Ф]!}{]:|1Б

дея'[е.]]ь}!ост5 -'_ ,; |!ес сш1е нст с'}]сзрт;арова}{но|"'! а]]скватной орие|{ти-

ровонной основь|. ()гта вь:гтст;тг1л,:]'гся ,] р€|'улиру€тся ||рограммой !-{звне

(задаваемор"; о6унатог:т;тп.:! г{ись[,'с111'1о!! и:+струкцие}!, унебником гт т.д.)'
}т<с сфоршт!{1]0ва'!{!'!1я .]-{е'11'с"пьн|)['1'1, !|&{ее'г (_}рис!1'г!]р0воч!{у!о основу,
вь]|10лня}ощ1,цл функт*ию внущ';!1те1'о рс|'удя'гора" |||рошесс усвоения
рассш{ащиваетс'1 как ,|{ся'1'е.}1ь{1с)с.-гь. формгтруюшцая свой вну':реннт.ят}

11лан 
- 

ор!!с1{1:иров0чн1/,1о ос|!ову в харак1'еристиках, обеспечгдва:о_

|ци.х норп{а'|'! | в| {ос се фт: п г< шлто}! ! 11-\[1? [1н 1.!с ка !( у]!1 с|] !| я.

Батсно со(1л:;о,1ать г{риг111и|1 с!.!с]'()м[|0сти, |{0тош1у 1{а.!( !\,1ожн0 ра/1и-
1{альнс) п,!сня1'ь и ]1|)!\1а'г ь хако}"! /!'о э.!еме1]'г $14[1'€йБ1, }]{о |{а1!ествен}1ь]е

измс1{ения пр!4 )1'ом }{е !1асту}]я'г" |{бо ес.г:и [{е.,!ь1о яв]]яется цснг!0стная
г1ерсориентат1л:я с;бу'-лен!1я с прсд&1?'1'}!о-содер)кательнь|х !]роблсм на

лич}!()ст!|о_!|рс.:||''с']'нь{е, тс с.цс/{с.;]''е},'[ этого дол)кно стать новое ка-
чество) к0г]{а в 1{с}11р с1'ав']'!'';1.|'чн0|ть' индивидуальг!ости обуна*о:]1е-

гося и Фбу.т3'',,,,',''', у!1сн}|ка- и уч}.1'1'е.]|я" их }{еповторимость [{ самосо-
вер1ше нс1'в()ва}1.].1 !'' ;1 1{с 1'о.] ! ь!(о г11]с]{ме1' ка1('гаковой.

€ т'очки 3рсЁ{и'! с|{с'г(|.1но!'0 {:одхо'1а сис'ге1\,!ообразу!о!!{с!"1 связь}о в

унебном |1р0|]сссс !3ь|с1'у|!ас'|' с0в\.1ес1]!{а'1 деяте;!ьнос'1'ь |[ уп1д1119'''', ,
учи1'с]1я' !1с;дхо,'гя с ')'г[1х ;лс':з*.г:(ий, уяс6:ть:й г|ро((есс м0){(с1'бьг':'ь плред-

став]1сн (:ледую111и1\{ обра:зопт (Рис" 8).

Б ллрсА.;гаг'ае{\''о\1 !1о](хо/{с у(|}['1';.'!ь и учсг1ик ---](вс сос'1'ав|{ь1с рав-
!{о|!равнь1с с1ор01{ь!' стоя|11!1е 1] цсг11рс системь| обунсг;ия. Ро;ть уните-
]1я в 1]ей не [1с[(г8рская' а ск0['сс соР'е-|'ническая. }.гг]т'езць как бь! (ис-
ку!лае'г) учаш1с! {)ся' |1рсдла['ая ег!4у соучастис в |1оискс рс1!]ения. Роль

учо|{1{ка --- 1!с ро'{ь, 1|асс|1вного 
'1сг10]'н11]'е]!я 

не иг{терес!!ой для него
самого 1-табо'гьт, а с0зида1'еля с0бственньтх зтлаг*:тй. 0тс'гушая от клас*

сичсской !1!к0]|ь!1о1'' форпть: 11ос'1р0ения урока' мь1 11ре]{.,!агаем }|сг1о.,]ь-

зовать фор*у, г:риб.;т::,ксгль;у:о ]{ в],!с1шсй 1ш!(о.}1е 
- 

.,]екционно-
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семинарскуго. Ёа первоначальном этапе рассмащивается вся общ-

!{ость' отвеча1оцая данной теме' затем пред]1агается ряд задач' р€в-

.]1ичнь1х по содержан}'[|о' до!_1уска1ощих различнь1е альтернативнь1е

методь| рсш_1ения. А здесь, как нсльзя, кстати' г1одхо;цт зада!{и с пара-

мещами. йоясно, конечно, испо'|ьзовать и другие задачи' однако'

'го]!ько задачи с г1араметами существуют для всех без исключения

тем школь}{ого крса'

[редства
обутения

Рцс. 8

$ 3. 11ринп{ипь| ра3работки
со]|ер)кательно-методической линии задач с параметрами

Б тцл<о;тьгдоЁ.т мат-сматике хоро1цо известнь! р'в.}1ичнь!е содержа_

те.'1ьно_методические ]|||нии ([79]' [36]. |231, |671 и лр'): арифметине-

ская' чис.,!овая' функшиональл+ая, геоме'грическая' тождественнь|х

прсобразованиг!, эквивалентностей и'';и равносильнь!х гхреобразова-

ппий, алтгоритмическая !1 1.А., однако устояв1шееся опрсде'|тение данно-

го !1онятия отсутствует.
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||ско'лорь:е и3 |{азванн!)тх линит] су1|1сс.|.ву|от то.',|ько в курсе п]коль-
ной ма'гсма'гики, |!ояв.]1я'|сь в оцреде]]ен}|ь]х местах крса (арифметиче-
ская .,:игл:':я)' неко'1'орь!е |1рохо]цт черсз весь крс (функшионы!ь[1ая' а]|-
горитмич еск ая линии), яв]т{ясь ((сквоз н ь1ми ме1юдичсс ки ми л иниями>'
[67], имегощими продол)кение и в курсе вьлсшей ма1.ематики.

1ерм:'пно м (содержательно-методичес кая линия>> обунен ия обь: ч-
но обозначатот ((систему примеров ) задач) которь!е опираю1.ся на со-
ответству}ощие {]онятия' опреде'{я!ощие .]]ини1о, а так}(е ;трисушие ей
методь1 регшения> [67].

{{ак, нагтример, отмечается в кни]'е [70! <с лпниейто)кдественнь1х
преобразований связатль1 всс .']инии курса а'ллгебрь;. |1зунение линии
1'о)кдестве!{нь1х гпцц':еобразований !1ред!1олагает вь|деленис четь{рех
этапов : пропедевтического (5-6 к,;ассы); г;ервого' }!а котороп,| ис|1оль-
зуется |]ерасч.,]ененная систсма прсобразовантай (нанало 7 *о;асса);
второго' в [|роцессе которо!'о вь!дс.,!яются конкре,.нь|е ви21ь; прсобра_
зований (8*9 классы), и третьего, которьлй организуе1.целостну!о сис-
т'ему л;реобразовангтй (10-] 1 классьл)>. Фднако с-/!сдуст отмети1.ь' что
скорес весь курс ал:'сбры так !4ли иначе с!]я3ан с ..л:инисй рав!!осиль-нь:х гтреобразова,лпй, не)ке.]]и с :тинией.|.о)к,(сствег|ньлх плрео(;ра3ова-
н*:г!. Ё азван | | е содержателдь нор1 !!и нии о.1цает дань т}.)адици |.|.

А.лггоритминеская линия 1'ак)ке является одной из основнь| х ;тиниЁт
лгобого к}?са матсм атики. <А.:лгоритмьт автоматизиру1от процесс рс-1шения 'задачи. ?ер: самьпшт можно говор!|ть об алгоритмиза|{ии как о
едином мсто/{е' ед|{}!ом подходе к унификации ре11]ения задач из всех
Разделов ма]'ематики, [{оэтому мь| говор!|м об а:тгорг.лтмической ];и-
нии как о ||ути в мате[,{а'1'икс' идя |1о которому мо)кно ув}{/{еть хо.гя бьл
часть ее величия и красотьл>[67!.

йоясно |]оспори1'ь с ав']'ором данн0го утверждсния в .:.о;! части,
что полнос'гью атгори.гп'1р!зировав |1роцесс реш!ения .л::обой (1.\ задаяи,
можно ув!{деть красоту ма1'ема1-ики' (онечно, ш|гори'.мь| ре1пениятиповь{х задач составля}от базу д.:;я ре1шения бо,:се с.л;ох<нь]х задач.
способствугот вьлрабо'гке н|1ча]1ь|1ь1х !!авь|ков' но 11о.]!}(ость}о а-'!горит-
мизированнь;й курс математики может привести 1.о:[ько к упадку ин-
')-среса уча!ц}1хся. !сЁтствительно' за!|см /{ума.]-ь над то}-1 или г:ной за-
дачей' сс'|,{ достаточно взять какой-либо с!!равочн}1к и подставить в
|{у)кнь|е формуль; исход}{ь]с даннь]е' Формируем ая нами содеря{а-
'1'с.]]ьно-ме'годическая ]!иния задач с г|арамстра|\,'и как раз и |]а|]равлена
на ра3в,'|1'ис самостоятс'|ьЁ{ого мь;:гт.л!ения, вьтработку умения !|осту-
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:та'гь гтегшаб'|онно' 1'1ринимать ре|ше|!ия там' гдс &'!гори'гмь| э'го!'о ре-
|1|сния и.'1и вовсе отсу'гствую'\'' 14]|и их еще предстоит созда'[ь.

[1онятие с!ункшии является одним из основнь1х гтонятий курса ма-
'!'ематики [79,80]. Ёа функшиогта.гльной основе формируется бол:ьгцин-

ство г|онятий алгебрьл и гео]!1сщии. ФутткциоЁ|а.}!ьнь]е завис}|мост|'
(заптетим, от одной переменной) используготся в разнь1х науках и

унебттьтх дисциплинах. ||4зу*ет-лие фу".ц'' в !школе позво.т1яет г{оказать

}ча1!имся значимость и распросщаненность этого понят]]я' увидеть'
что практически нет унебньтх предметов' :це бь; ни изг{ались функ-
ции; многие законь|) связи имеют функциональ}{ую основу.

Бслг.: рассм!1'гривать развива|ощие цели' то |.|зучен}!с футткц;тп], в

первую очередь, с;тособствует развит1-1|о систе\,|ного мь!1-11лсния' о'1'ве-

ча}ощего 3а в|.,дение зависимостей между изменениями р!|знь1х объск-
тов, а'гак)кс |{елям' которь!е ставятся !!ри изучении алгебраинеского
матсри'ш{а (развитие умения работ'ать с абс'т'рактнь1м матер].!алом'

уменг!я а!{а.]]изировать и др.). [\иу+пя задач с параметрами не только
продо/|х(ит функшлтона.:дьньтй ддодход' но !| значительно рас1пирит воз-

мо)кности исс.,!е/1ования реальнь!х |1ро|(ессов' которь1е в бо.гтьц:т;нстве

случасв 3ависят от це.,1ого ком!!']!екса 1(еременнь{х. 1аким образом,
)\инр\я |за!\ач с г1араме'!'рами 6улет ип{еть про/|олжсн!-1е в курсе вьдсдпсй

математики ' яв!|яясь {!ропедсв'|'икой со,,1ер>като.,(ьно-мсто]дической ли-
нии функший штногих ||сременнь1х.

(формулт.лруем !{екоторь!е прин!1!1пь|' которь(е бьхли вьтработань|

нами в !троцессе разработт<и указанной тематики в рамках конкрстнь1х

унсбньтх тем 11]кольной математики.
1 . [1ринцип консервативгтост'и (нас.тледот'вен ности). (ах<дая задача

с т|арамещом должна (особентто в средней 1шко'{е, на эта11с формиро_
вания всей содержательной методической лиътии) самь{м прямьтм и

непосредственнь|м образом бьлть связана с основньтм, базовьтм у.19$-
нь|м материалом. € точки зрения содержа|{ия программьт обунсния
тут не до.]1жно бьтть <нтлчего нового)). 3десь болсе чем хватает новиз*

ньл в самой !1остановке во11росов, в разттообразност[1 [|о]{ходов к ис-
слсдованию задан11я. /{ах<е :тростой;птие 1:римерь| мо1ут с.'1у)кить ма'ге_

риалом .|{ля такого исс',,сдован1тя. Рассп,татривая, на11р}11\{ер' за]1ачу:

<Решгите уравнение 4+лоах =3.т+1>> г: с.цсгка !\,|еняя ее форьтулгт1.:овку,
мох(|{о подучить абсолтот'но новос 1!о свосй сути задание: <{{айдитс

значен}'е глеременной х, которое 1{е мо)кет бь;ть рсш;ен!.1е'\1 урав}|сния
4 + упх = 3х + 1 ни гпри одном значении 11араме1'ра ,и).
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2. [1ринттип от простого -- к с](о)к!|ому. 1'лав*тая фщкшия методи_

ки закл}очается в опрсдс]|ении срсдст!} и методов' с помоцью ко1'орь1х

тта базе имек)щег0ся содер)кания реа.[!|1зу}отся ос!{овнь|е тделгт обу:е-
ния. 11срвьтй тпаг сос'гои'г в том, !!то 1\{ь| объявляем своей задачей раз-
витие матсматического и' конкрс'г1{ес''георетического мь!!шлен}!я' за-

меняя им одн|{м все перечисле}{{{ь1е в цслях видь! ра3вит'1я, и сч'1таем

таку!о замену в!1олне адекватной. 1'еперь в0зникаст вопр0с о способах
измсрения }ровня теоретического развития и !1етодах повь|!]!ения

э'го!'о ур0вня. А ту ес'гественньтм образош: мь[ всг{оминаем о таком
явлени}!, как задача с параме'грами. [|ос'цл;.|руется сле]1ующес угвер-
}1{де}{ие: уровень матсматическо1'0 развития 11]ко'|ьника экв[1в21лснтен

ровню сложност}| ре11!асмь[х и]!1 за/1ач. 3адача ста|]овится одновре-

менно и |{е.]1ью и средс'гв0м обунеттия. 13сс проб;те[!{ь! !терсводя']'ся в

!ш1оскость задач: мь! до.,{)к}|ьл 1эазрабога1'ь мето]1ь] оцснки шов}{я
сложнос'ги задачи и ш{с'г0][ик!|' развива}о|11!,1с умс|1!1е решать доста'гоч-
но с,!о)кт|ь1е за;1ачи.

3. [1ритт:лт;;: актцв||за!1и1': унсбно:"; дся'1'сльн()сти. Бттдь: унебнол!
деяте.'1ьности }у|0ж]{о у!|оря,(очи'|'ь |1о с'|'сшс|[!.| ак'!'ивности унсппттка. €
од}!о}"] сторо|'!ь1 распо"||ага|о'гся 1!ассив!|ь|с в||,ць| },[об:лой дея'!'с.,|ьности'

а с лруго!| -- а1('гивнь1е. 1\|[с:>т<но |!ри}1я'гь за акси0му 'го, что болсс ак-
'гивнь!е видьт ребной дсятс.льнос'г}| да}от ;лунтший результат. ||ринт1ип

актив1{зации щебной ](ся'{'ельг|ос гр| вь1води'г на первь!е ролгт в унсб-
ном про!1ессс задачу, а особенно за](ачу с параме'1рами.

4. 1|ритлцилп сстес,,;'вен||ост!1. (ак продо.,])1(енис прсдь1ду1цего

пр}{нципа, }!а }!а|(1 1}зг.,1'|д, глсобходиптьтм условием формирования
]{орм€ш{ь}'ого о'[!!о!1|с|!и'! |( 3ад|1!!ап{ с 1|арап1ещами со с'1'0рот|ь] г{а-
ц{ихся !Б:_!{€'[(1| ес]'сс1'|}с!!![ос1'1, !!ояг]лс!|ия этих задач. }сттслп:тос ис-
следован1{е и ре1|!е}{ис з|1./{а!|и с !|ара1\'1с'грош{ явт{ь{м обршом дол)кно
демонс'!рировать' что' в |1р!|1!11'1[|с, 1\'1ь| г[рост0 ознакомил11сь с у)ке из-
всстнь!\{ нам объектом' |{о г1а бо;дсс т'онком }ров}{с.

}1апримср. однир1 из наибо.:лсс |{с!!о.,!ьзуемьтх :лонятий в гшкольной

математике яв'б{ется дискр!,[м1!}!а!{1' |(ва/(р'1'{'ного 1рехч'|ена. !ттскриппи-
на1{т квадратного трехчлена Р = 6' -1ас ассо|1иируется у больгпинст'

ва уча1цихся то.'1ько с |1ро|{сссом вь1ч}{с'](с|{ия вс.}]и!{и!|ь! его корней' вс-

.]1и дискр!{минант есть вс.,!ичина нсощи1{атс.,1ьная' то суцествугот два
корня ква/]ратг}ого 'грсх!!']|с}!а' вь;!{ис.'!]яемь|е ]1о и3всс1гть;п.т форму:;ам,
если дискриминан'г 0щи!{атс.}(ен' т0 квадра'1'ньтй трсхтлен действитель-
:тьтх корной| нс и;иест и дальнсйцтсс ре11]сг{ие }!евозмох{но. [ак:тпл обра-
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]()1\'|. ]1ис!Фими!{а!{т рассма1ривается в качсствс ]]ссамс}стоя"гсльг{ого.

у'!'| |.]1итарного цонятия. Фдттако нсо1ри]]'атель]{о{:1 1' дискри }1!4н;1 !уга яв'

}!я1''.'гся ус.]|овие\,1, равносильнь!м суш{ествова|{}._[;1] :;орт:сй' с1.'тц;1-:д'1','111;119,,-

гч;[ /(!1ЁЁ8[(-) угвер}01с!||{'1 в явг]о\.{ виде не !1р!{с\"т'с'г|!ус'г лтла в о.;{*том 
'9]\4{{

! !() п!аге\,!атике.

5. |1ргп*шип актуальности (знанимост'и). [(ра|тнс; ;1;9д;31'г;;11'1т1:, 91'0_

т!п,т задача с парап,|сщами, а точнсе, ее усп()ш]!{0с ре111с}{ио, иппслтс; б*'1

яс'!ую ш]коль}{ику щебнуто значи|!{ость, в()зможт'{ос'['ь !{с1толь30вани'1

!1][и :{римсне11ия рсзуль'гатов в др}тих задацах гт':;и ,:{а'::ьке1|:тзсй с:аг'чо_

("!'{)ятслгног.1 работе. 3десь б::дет п|]ав!{']1{_.1!ь1!{ указа'{-ь ка 1'о. !{_!'(! эт,'{

!а|да({и есть простсйштие модели 1{астояш{их !1а)^{т1о'|'гс]:с:д0!},11'с]!ь{:ких

'![]дач, с которь1ми' возмо]к}{о' у!|а1цимся |1Ридс1'ся столкну'гьс:: в б1'_

/\ущем.
6. [|риттцип г{ерсг!сктивнос'ги. |!ре:!одава]елям и ;у[[и'г*'!ям \0роц]о

извсстЁ1о' {{то замсна числовь1х да}{нь{х конкре1'ной :3а,дач!{ ;1а г1ара-

]\4стрь! о1'крь]васт {1рак'!'ичсски нсограничснЁ]ь]с воз&4с}х(}!ос1'и |{о раз"

рабо'г'кс и !!о.]1у{с}ти}о ,{ли аналогичнь1х' |4ли совор!шен}}0 |!овь]х за-

дачнь[х ситуаций. Фбразно говоря' в одной т{омг{ате' !7с храт:1].1'гся

,тис.цовой отвст к когткре'гной задат{с' 1{а с]а1!4о&{ ,{с.]](] {.1п{сст';'ч &{:]();ксст-

во [{евидимь{х на первьпй в:]1'.}1я.|] :{всрсй. |{р1{ о'{'крь!'|'|{и ко1'0рь]х во"'1'

|1ика1от совер1пенно другие комна'гь1' кори]\орьг' ![ереходь!} дв0р{]ь1 и

замки. Р полтзот] мере формг1рова|зие такого 11о!]}1\{а}{[{я за,цач с пара"

мещом воз}{ох{!{о только к око}]1{агти1о 1]1ко]{ь!. [{о шредс'гавлсг!'{€ (_]

то}1' что ввсдс}{ие парамсщов в обь1чнь!х за]{ачах от!<рь|в;1ст {тер(-'!1ек-

'гивь! псрехода |{ качественгто т{овь{м у{ебг{ь|м вопросам, м0х(но {'! 
'1о-

.|{сзно ф0р\.{ировать }т(с и в прос'гейш|их си'гуа|{!}ях.

7. |1р;тттцт,:п концеь1Фи({н6сти' 9своенис новь|х 3|{а||р{,|' |'{о1]|'х п()-

нятий' новь1х метод0в реш!е1]ия задач дол)кно постояг!ч() 0т{ираться }1а

ранееп0лучсннь|ерсзу]{ь1*а!.ь]'}1е.годь|иприомь||1р!'|]'.{с|]я1.ьцхвх0дс
реш|егтия вновь рассматр'{васмь{х задач. 1олько в !тро|{сссе {{остоя||}{о_

го совер]шснс1вования при\,1с'.!сн!.|я ра}|сс |1ри0брете1|!!ь!х м[стФ]]ов рс-
ше!{ия и вк.]1ючен{.1я }{овь|х ]\10)к}1о рса']|изова'гь сис'гсг'цтт:,:{? 119/.1)(Ф]'! (

ре!1|ени1о не только 3адач с пара}"1е'г1]а&1и1 11о и л1о6ь|х дру]'их пр0б']1сп'1.

8. |[ринцип ак.гивно{.0 усвоения. Б кн*тгс за[1ечатсльн0го }'{|{гема-

.гика и педагога ]1. |1ойя (6еог9е Ро!!уа) (йатешзатттческ0е открь{тие)

{1р}{ведень! с'[едуюц{ие слова: к.||утгт:;тй спос0б Ё3уг1ц',', чт6т_лт4бо '-'

это отщь{ть самому' 1о, нто вы бь1лр1 11риг{ркдень| о]т(рь!ть сап'1{{' ос-

'гавляст в ва1пем уме /{орожку, которой вь! (]мо}{е'гс 8!10в3 вФ|!|Ф,(}т30-
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ваться' когда в том возникнст нсобходим0сть)[9з]. Б этом закл1о{{ае1'

ся !]р!.{нциг! а|{тив|{о1'о усв0ения. 3а/{а.ги с 1]аг.)амстрам|{ яв]]яются 1{ре-

краснь|м сре]]с'гво|!1 для воп.пош1е!1ия этото пр!{нци1|а в обуче1!]{и ма-

тематике.

$ 4. Апла;:и3 !!оло)кения зада!| с парап|е'грап,|}|
в современг[о!-| системе |школ ь}!о г о матем атического

образованпля

4.1. |'г'ат*пс'ти'дсский а|[а.]|1!з

[1оложстд:тс.: вс{)г() к0\'п.1]'3кса 1г.19$11Ф_.};|01{);-{}{1!90}(1.'х и пе]{аг0|'и!]с-

ских во1тро(:()в' свя'_;ант1ь1х с 3а}1а!!а]\[и с |1:|рап'1е'{ра\,{1{" в соврем!-нг{0]\{

матсматичсскошт образо в[\нии в тта т г: сй с1}а г|е доста'го ч}{о 9!{{,т[!1".1[},Ё 6.
(] с':,:цлтой с'горонь[, э'ги за.|{ач!.т €('!1л !.| в всс1,['а :]атт,с'тг{о}1 ](с]-ц}-{т|ест!]е' а с

лруло!т сторонь{, их прак'г'г{ески ||ст. 0 су:1пгс;й с1'оро}{ь|' Б€€ ус1;1'1"," ,
како]1-го мере знако[,1ь{ с }1р0с'ге;'!||11!\{!{ !(])!.|омами }'х ре;псл;ттй, с ]!ру-
го[! .__ с1'араге.т1ьт-!о избс!"а!ог !!ослсдов.]'г()ль!]0го }.|спол{,зован|.|я эт|{х

задач.

Рс.;пт :;з,цага', ,''д9.;1Р!{с 1'ез!]сь| бс_';.псе ,,|е-галь||о' то !|ач;!'гь с.]1с.'1ус1'

с т'ого !{есопансн!{от'о факта, !гго за11а11и с парамст1]{)\4 тради!1]|0|1но

вкл]()(.а!о'1'ся в больлштт:;с'гво вар{']а|]т()в :.!:1сьмс!|!{ь|х вст)'1!р{'гс.'!ьнь{х

экзамсг|ов на факу.гкь'ге1'ь| вузов, т(рс;ц]](),1:1{'а10щ{{с со1]ьс']}!у|с) м|11'ема-

т}{чсску1о 1!о]{го'говку а6т.:з'урттетттов" [-{а;трг;штср' во';' тпсбст;ть1;!ая 'габли-

ца' в ко'1'ор0Ё: сс:бра::ьт /(а}!т.гь]е 0 !]ш!|.'чи!{ зада[| с г!араметоь,1 в вар[.|_

а}г!'ах вс'!'у|(!!'|0.]|!,|1!,!{ 1)кзамсн()в г|а разл'|чньтс факу.тть'гстг,: \4['9 л.'гпц.

й.Б..|1омоттосова за ]970 2()06 тт'. Бо вт'ором с'л'о;:бт1с у!(аза{| процс!{т
тсх вариа[{тов' в кот'0рь|.\ г!р!.|сг'с'гво1}|}'ци за,]]а(|'1 с: |111|]а]\4с'!ра]!1'1.

'[а6.:т;тца 
1

[|с.пи унест"ь т0. 11'го, как прав}{'|о, каждь!й вариа]{т состоит ттз 5- 6
';а;]ач' т'о в обц1ешт ь|ассивс задач всту1!и'ге.,1ьнь]х экзамснов зада11ия с

11араш1е'!'ром состав-ц'1|от' 15--20% от указан1!ь{х /{аннь!х. 1(ропте всего

11рочего' варианть| вс'1'у!1и1'ельшьтх вариа[|тов !{е|{ремон{{о сс,]-1ер)к|{г

за.|1ат{и' в кот0рь!х параме'грь| г!оявляются в гц]оцессс рс!шеш!{я _- 1'г)и-

г0нометрические рав}{сния' нсравенс'1ва' системь1 и тому подобное.

/[иш;ь в малор1 числе слу{аев в этих задачах необходимо на}'|'ги рсш]е-
|1ис' а не исс.|1сд0ва'гь его.

,|]ругими с.,1овами. задан}!я с параметро[,|' в среднем, сос'гавля}с)'[

явпто бо:гсс 20%' обгшсдо ч|.{с.]]а .]ада|{}{}"! [1а вс(')т|и'гсльнь|х :)кза]!1е||а]( в

мгу.
Аналогртчтл:а'1 ста1-}|с'ги}(а п;аблгодапется в |]ариангах вс'{'уп!.|'гс.пьг'ь!х

эк]а\1е!!ов |1() \{:1'!'е[{а"|'ике в ]{рут'1{с вс/цу1ц11е 893ь:: мФтР! .-- как ш1}{-

ниш1ум 2 'за;1'4,117 из 6 за]тач, содержа|]{]1хся в вар['а}1'гс, \4||4ф[4 ---'' одт1а
']ад|]1{|1 с парат\'1ещам1| |.[. кро]!1е того' |'сомещ|{{{еская з|];|'ача' 1'ра]{и!1}1-

0нш0 со]1ер)к:1|]]ая исследовате.'{ьскуто час'гь' сопряжснную с рассмо1 -

ре}!ис\{ ||олучснного рс3у.)1ьтат'а как фут+к{]ии нскоторого т1арамета.

Бар::ант вс1'уп[.ттсльно|'о экзап'{ена |1о ш{ате|!{аг]{ке в м|'{!у на л]обош|

факутьтетс. кроме, 1\1ох{ст бьтть' ФЁ|1, обязат'с:г:.,;до содерх(и'г од1{)/ за*

/{ачу с |]ара[{е'ща1\,1и.

8ообшцс !1рактр11{('ски гп:т ллс',бопц в('1'у'{и'гс.'1ьно\,1 ]кза\,|с1|е, 1{ро1}с_

р'(ю|![ем маге\.1а1'ическу|о под{'отовку на дос1'а1'0ч}1о вь!с0}(0]!| урс)вне'
:]ада1!|1я 1}а '1'аку]о тс\1у 1,{мсю'[ся. Бо;гсс '!'ого, |.|мснно на]||4чис в ]]кза-

мс!{а11!]онном вар}-1антс задачи с параметрош| яв.,|яется свосго ро](а
:]г!акоь1 'гого' что в данно1\1 }.;ебттом заведении к прс1{одаван|{ю ма'{'с-

\|а'|'!!ки по конкрс'гнойт утсбл;о|! с{!ец!-{&чьЁ10сти от}{ося'гся весьма ссрь-
ёзтто.

[] этой связи ттеобх0диш1о о1'мет1|'|'ь прису"]'ств}]с зада{' с па1)аме1!

рам(.| в вариантах Б]{ртного государс}твснного э|(3а!\,[е1!а {|0 \{атсма'1!{ке'

т|рово/{имо!'о в Россрпйской Федсрации начиная с 2002 учсбн0го г'ода.

€р"д', 3адач !'ру!!1пь: <€> о/{на за/1ача - )'го за/1ача с ттарар|с'щам|'|.

[1ри:-тгом !.{г'1е1{н0 31'& 33;1?1-!3 входи1'в ба'г;::, о!1редс.]{яющ}11] не'голько
тес'говук), !|о [{ а'гтсс1'а11ион]{ую отме1'ку вь!!тускника. (роме'!'()го' ва*

р||а|]т обьтчно вюг|ючас'г щи}'ономе'грическое }равг{ен!{е' трс6утошсе
т!ро|]с/]сц!{я {1гта.'1иза г]о'!уче11но1'о ре!ше}{!1я. 

'['аким образом, получение
от;личтлой от}|с1'1(и ||р}' разл}!ч}тьлх формах провсде|{!|'! экз'1п'1сна 110 ма-
'гем.ттикс без рештсния зада!{ с парап1с'щам|{ становится неразрегшиштой

ттрс:б.,гсмой.

Факу;:ьт'е'г 1\1|'}'

Бьтчис::ит'с;гьной ма'гемат'г:ки и кибсрнс':'ики

|]си хологич ескиг! {;а ку.::ьтст

1'еографинеский и гео.:тогичсс кгтг';1 фа ку.: т ьтеть:

3кономт;ческий факу:гьтет

Бисш;огичсс ки й и гточ вове]|ен ия факу.п ь'геть:
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(] :цруд'ой сторонь]' попожение 3адач с парамещами в конкрстнь1хунсбтго_мстодических комплектах по м
рскомендованнь]х к использованию "'";ж;";#жж#т#йинистерством образов ания и 

"'*".-'о, мягко говоря' совсс1\.1 нестоль значимо. (о
дер€шьнь|х*'"',#'*|Ё'";ж-#т.7+жх:ж:*;ч::
что !!и в одном из общефедер:шьнь!х комплектов у*ебников г[о мате-матике' в том числе и д:тя угтлу6ленного \4зу1ения, нет систематичс-ского обращени'| к этим задачам.

Боль:шинство авторов у*ебников Федерального комплекта созна-тельно по указаннь|м вь|1ше причинам ограни!(ивают круг задач с па-раметами рассмощением некоторь!х частнь!х их видов'обьгчно свя-заннь|х с иоследованием некоторь!х свойств линейной функции,квадратного трсхчлена и не более того. {аже' ^','''"]_б"',*, '*.,'и<<благодатной>> для этого теме -* щигоном 9трии, задачис парамеща-ми попросц игнорируотся. |!оэтому запись обцего решег{ия триго-номещического 
уравне ния вида

в!п.г= а<> х =(-|),агсз|пс +пп' п е7,|а|<1
для больппинства |пп
нание. 

;ольников вь]глядит, как некое магическос закли-

€ложилась парадоксаль ная с|4цация. €уществутот как бьт .1р]{ от-дельньгх ((математики)): |пкольная математика (._1!й), в ь1сш|ая матема-тика вузов (Бй) и некоторая ((отдельная)) часть матем атики 
- <<аби-туриентская) математика (Ам1) [34]. Бзаимоотноц|ени'| этих частсйможцо изобразить в виде следгощей системь! (рис 9.).

1| !!!:;1|[1с 1{а содерх(а'гсльнуто.тасть Ай' в мептьгшсй мсре -_ на методь!

{|('!!{с![(1я' е|цс в ш1е!|ь|ше!"! мсре на пот+ятий:{у}о часть. <3ьтсц:ая> мате-
п!,||!|ка' 1{апро'гив' основ}1ое в_||}|я}|}'е оказь{вает }{менно на методиче_
( !'!|]! [1|!11араз'Ай, ме[!ь!пес -_-- на со/{еР)кате.]|ьну}о часть, рт никакой на
! !( |! |'г|'|,[йную часть.

[|о саштое уд}1ви'ге;]ь|тое сле]1уюш{ее'_- А[4 ес'гь веш{ь сама по ссбе.
\'г;:.п:<;сльная, с богать;мгт '1рад!1!{иями час'гь матема'гик!{ остается г|оч-

!!| 
'!с!]о{"-трсбовагтгтой 

<п-гтсольной> матема'г|{кой. }}4 это }!есш|о1ря 1!а

')| |}(]м''ос количест}]о с{1п{ь[х разт:ообразнь|х зада!], прекрас|{ь1х идей :д

\!{';(),]1о!}] ис|!о.]-!ьзус\{ь[х с1о' Ёс:ти о'гсутствис влия{{ия |!]\4 и Ай на
[!!у1 :;оня'гг;о! то о1'сутс'гв{1с к;11(0го-'го ттт.т бьгло в!|ияния Ай на 1.|{й
(' ! :|!}!.|'г опрсдс]|еннь|с вот{рось{.

Разуь':сстся, ('1{]и(дсс'г|]]]'11ъ ]1сл!: |1ре!1о.;(авания матсма]ики в осн()в_

:;с:|: 11 ;'1др11,с!| гшко.::с с !1с.ця]!{}| усг:егтл:ой сдач!т вс'1у|]}пс.]1ьнь1х эк3амс-
!!1 )!] бь!.]то бьт плспра*зи.л;ьно. 1{е;п,го обутсгт:ая в 1ш1(о]|с вряд ли сле/ует сч}{-

!:[| }) 'голько д{атп,|1сй]|]се !!ос'уг|'лснис в }нивсрс!ггсть! и врьл. Фднако
('|/|]гь ра:]|.ггсль}{ь|с раз]|!{!{}|я (бо"тес 10%, с о:тно}! с'гор0!1ь1' и штс|тсс 1'7о, с

п.1;ут *:й ст'оро;тьт) гох(с |;с ||рс:.цс'|'ав_|1я}о1'ся ес'гест'вс!|}'ь|ш{ {толох(е[{[теп4 де.]!.

Бс;обгг(е !{']-за э'!()т'о о1'1'}1(){[1с}{{]с к 3а,'{а!.ам с 1)ара[|с1ра|!'|}{ !(ак к !{е-

:';';| с.;п<.>ис|'ц]|!' г:оч':':.г }{еразрс|!1и]\той ттроблсме !'0с!!одствует нс'|'олько
|'|)..1\!{ у1{а|1{гтхся (.тз'о сстсс'!'ве}т}{о), г:с ':'с;.л:ько сред|.{ учитслой (я:.о уд-
| ) \.{{ ае'|"' | ! 0 и с 1]с]]|4 вс.|!).1 | 1!.! х ]\| с'год истов-м а1'с мати ков.

(ак с:_гмс-ги.л1 о/ц11{ с:с'г;.>о}штгпьтй учите.]{ь' за]{а!{и бьтватот стаг{дарт-
1|},1с) 11оста!|дар'г!1ь!е и с |{ара[{страьцгт. 1(ак за|у{стш1 нс ш(енсс остроум-
::;'т!1 учегт;.:к' :за./{а|{|, с пара\{с1'ра]у1и о'|,!}|ча}о'1'ся ()т задач без параметра
! [а-1(ич1]с\.1 оно1'о.

Ёщс 40 лсг 'го[{у }1азад в кттиге <1]особис гто м:1тематике для по-
с|'у;1а}ош1их в вузь1) [34] бьтло ск;шано: <<Ф.тень серьезць|е трудности
:;Б1]}>183}Ф'[ о6ьтч:то урав1{ения, |]1сравснства [| сис'гсш!ь] уравнегтит! илгл

1|с[)авс1{ств с [1ар|1]\,!е[р11ми. в к0'горьтх 'грсбуе'гся на!|ти так].!с з[{ачсния
'))!|х ||араь,|с1'ров. г[р!.1 к0']'()рь,х вь||]о.]!г!я}о'гся некот0рь!с требования.
|1а:трг:птер' т'акис :]Ё]аче*\ия, при к()'1'орь|х }равненис и\,'ес'г еди}|с'гвен_

'|фс регшенис' 1.{.){и, наоборот. уравнсни1о удов'|тетворя|от все догусти-
мь!с зЁ|ачения х, ил!.[ всяк0е реш]е}{ие одной системь| уравнений явля-
с1ся })е[(!енисш1:тругой сис'гс&1ь1' 

'1л|1 
8сякое ре|шенис о,цного

:!:]!{1в9Ё€1Б3 яв.]1ястся рс1пе!11{см другого нерав()нства }{ т.п.
?':'тт задач;; являтотся, по>кшф, наиболсе труднь{ми из щед'!агаемь1х

}!а ]кзаме}{ах задач, и 
'{менно 

потому' что они щебуют логинеской щль-

<-.-.

Рцс. 9

га.

з4

€щелками показань! |{е связи' а вли'|!1иеэтих частей дру- на дру_1ак, <:пкольная) математика оказь!вает самое непосредственное

2', 35



1урь| т'с' 'г0|-0, |]е!'о г!о хва1'ас1'бо-цьлпттнству пос?)па(ош1птх. ({тобь: 
ре-1!!и'1'ь 1'аку}0 за21а]чу, ггеобхо/1имо в ка>лс{ь':й момснт,р"д.'',й себе, чтоуже с/(сла1!0 и ч.го с||{е 1|рс/{стоит с/{слагь' что означа|от Рке по.,!ученнь|е

резу|ьта.1ь!)). !1рошпго бо;хее сорока .}1е1.' а ((воз и нь|не там)>.А.['. йор':цкович о[{е}{}{1]аст 3а,{ачи с параметрами как <<о}\'1н т4зтрудне!1шг:х раздс'цов 11!коль}{ого курса ма.{.ематики' в к0тор0м' кроме}|спользова!|ия о!,рс21с.}]с{{нь|х алгори"гмов рсп{сния равгтений и нера-вс!{ств' |!р11хо)\и'гся обд1:ц1,13д',' {1о какому !1ризнаку нРк}{о разбитьм}{о)кество значсл;г:!1 г!арап{етра !!а к.,{ассь!. с]1едить за тем' чтобь| нс|1ро| |уст!.11.ь ка кие_.,.д ;а б0 .готткости> 
[8 1 ].{'.{1' ]{оро{:сев обраща, 

',''."''ймс г0д()в обунсл п ия уча1 ци хся ре1ше!| ию,;:,, :тЁ#цж #1:х::#:что (рсш|с}гис юавнений гп нераве;тс'гв с |1арап{.;';^';;;*;;)^"' ,",",
{#'ж::;'',];':'"'0е 

(.}1сло эврис1'и1|сск|1х 
| |риемов 

'б,ц".' харак-

и с с'| ] е/{ [} в а| 1 1, 

",,,,,,;',1,'"ж: ] ;;:ж :жж]]] }]} ]1;###; 
1 ;'г "

,,","1,,-1.,}],1|1]1']];,]',""'|'сри'])/я 
1]а/(3([!] с !!а[)амс'!'р.1[\'1и как (миниатюр-

л [.! ! 
! { {ь{ х ра з'1сл о в,,1]1][;,]# 1]1; ]'3!}1]]]],: ;,тж],1}.] ?}#;"*}"|{].х :];1_|{;1!1 -'})сб1 0.г {)1. аб|'!1'\,р'.!с!{'|,0|] {}ь|с

вьтсокс':й 
'"*",.,,,, ''".'"'"'-;,}';::',,;;', 

!'ь!с()к()!'1 лот'стчсскод"': куль1'}?ь! и
(.А' | ьг;;ятт^",,''',""''',гт:тя>> 

[68!'

я в ] !,{ 1о'гся,,',,'',." .#1]';::;';:ж]!];#]| ;#;:. :":::жж/.сло!\'1 ',,1е['1с|{'гарной ьтат'епцатгтктт. Р о'теттл' с|[.11ъном с[!{ь'сле эт|1 зада11|7сс1'т' !{}|/!и|{а':'ор обтт{его владен}ш аби'т-рие:ттопг техникоЁт и логрткойматема.гики)[ 1 20 ]'
йьг счи.гаешт' ,гз.с

н1'] !]е с'г()..|1ько . 
'-';-';;ж; ж;у 

задач с г]арап'!еща\{и связа-

ясного гтонип{а|{}{я м1!огоур()в!{евости 
",^]',*' 

сколько с отс}'.ствие]\{

}.о{' )равЁ|ег{'{,{ ((с Р!ксом'''.';,:;;:;;;^^^-::: обьгч-

р!,тп,| у рс! ! !е1! }{я',, "..ж;:*:н*#$# **}?*ж:"1{|'1и с л|ара]!1с'|))оп{ слсдуе'. .тсрсг!.;'и гга бо:тее .*'.'."п ур'!"# 
"'''.' 

.*"
;ж#;у#;::у;'"""трс{'!))' т'е' [1от{ять' как о}{и изменя}отся при

э 1 и ч}|с ]]овь,.,,,,,"",;;:,ф ш ;ж:!#;, 
-##"#жж;*

1'ому }т'{и иноп''{у }/с.]!ови!о' 1 {оэгоплу ,р'р','ру,'щ аяся в |пколс привьт.[карс]|!и'|], урав!{е}1ис и на этом ,',,.'.',"'. ,'.',.
! | ()дав }1я]о!]{сп'{ ч |'1с,{е ра в т ;е п глт-т' ,", 

',.,,.'11#:; :;ъ #Ёж**;сразу жс ]тсрсво']1}гг зада|1и с пара\{с.гром в рагп.труднь!х.
_'о

4.2. {\'1ет'одоло :-и ческий а|!ал||з

1!а г:ервоттан8.|1Б}{Ф1\{ этапе исследо!]а}{ия форптированис со/'1ср)катсль_

!!() ['|стод1{ческо*|.:тинит; задач с |1араштс'фами в |{ь|}{е суш1ес'гвую|](сп4 кр_

ц с' !|!(Ф.]1Б!{Фй ма'1'ем1ат!-{ки г1рс/{с'га1}.,ш1лось на['1 ч|{с1'0 1)ракг;'тнсской про-
|) !смо!"|' рс11]снис т<оторой !рсдполагш1ось |.{скать в виде органично1ю
.(!}!(Ра1г!.]|сция)) эт|тх 3адач в Ркс су|1сс1ъу1()1|{ие унсб:тьте гц'тошсссьг. 1'1ргг

| !()1\,1 !1рсдг|о)1агалось1 что со/-{еря(а'гельг!о-&{с'{'о]{}|1.сская ]!|!н|\я задач с 11а-

|)1!1\'|с1рами Ркс @!.1рцш1ь1{о) суш{сствуст' и сс форпта"тг;'г|ое отс}тс'гвие

!!|)()]{'1к1ювано ((мес'гнь1]\,;го> факпсрап{!1' г!рису!!(|{м}{ 1'оь.{у |'!ли и1]о]!{у

уй( по матсматике. 1сп: бо.:дсс, что в лдобом !й1( в'гой дт.л:; и:той (тпо

!]сз/(е в оче:гь мапот];|) степени 3&]13.|й с |1арап,!с1'раь4и вс']рс{|а!()тся'
'1-ак:ке предпо]!ага']ось' \{т0 зада!{и с 11арамс'1рапа:т булу' в осно}]-

!!()\{' 1\'|о)кет бьтть с небо':льтшгтм;! измс}{сниями' испо]1ьзова'гь тт обоб_

!|12'!'гь г1оня'гртйгтьтт] и содержате:ль;тьт]| аг1пара'г гть1}{с сущсс1'ву!о!цих

со/{сржатсльно-ме'1'од1{чсск||х пртний курса п{а1'сь|а'г!.{ки ' .'1}{1111!.1

-травттеттий и нераве}{с'гв' футткционаць:;ой .]{|з |1и [{-

Фднако в про!{сссс попь!тки рс!].]1иза!1ии соо'гвстс'гву{оцик ус'га}10-
:зок бьлст'ро вь1яс1{|,|:{0сь' чт0 ,ца!!ньтй гтуть ---г|рь экс1'с}{с}1в!{ьтй, ве-

,:цуттти!! к перегрузке уяе6ног'о пр0цссса допо.,]ни'гс]{ь!1ь!п,11.1 '}а'1а{{1.|'{[,1[{,

и' 1{ак с.'1едс',1'вис' к увсличе11и1о на]'рузк}! 1|а уча!цихся' (01'г0р}(снш1о)}

11редло)кеннь1х изш1енент.гй. (ромс 'г'от'о, бьл,:;о ус'га1{овлс[{о, ч']'0 регу-
лярнос' }{о <сочечнос)) !{с{|ольз0ванис за/-цач с |1ара\{е1рам!.1 в рап1ках
существую1цих !\4( т]к;.!{с нсвоз{\'1ож1{0, опя'1'ь-'1'аки и3-3а о'!'су!'с1'в[|я

соотве'|]ству]оцсго ме'годичсс1{ого а11парата.

/{а.псс бь:.гто устагтов.]1е1!о' ч1'о рсгу1яр!{ос испо.1]ьзова1|ис '3адач с

!]арамстрами радик;}льно {\,1е1{яс'г ц9л!1 !13учс!{ия ш{а'|'сма'{'!.1ки в кшсе
шко']1ь!' !{з'{оже1{!{ь|е в <|[рограм\1е по }|а'{'еп!ат}1ке) [98]. }] ктребова-

1{иях к п{атематической ггодт'отовкс учащ|{хся))' о'1-носяп{!{хся к разде-
лу <<9равне!!ия р! !1сравс!1ства)) 2{.]!'| основ]{о}".1 ш|коль|. сказаг1о; ,,Б ре-
зу]|ь'|'ате изу{ения курса |\'1а'гематики учащи еся до.]])1(|]ь| ;

- по!{и[{ать' что равнсния -* это п,|а'гематический ап::арат (?!) ре-
111сния разнообразнь{х задач ]'1з ма'!'смат|тк],{' сме}кньтх о6;:асте:."т

знаний,11рактики;

- прав}1льно уг:ощеб'{ять терми{!ь[ (уравно1{ие), ((}|сра1]е1{ство),

((системь!))' (корець уравнения)' (ре]]!е1'ис системь{))' 1|01]има'гь их
в 'гексте, в речи уч|.1геля ('?)' пон*тмать формулгировку ((ре!пи1'ь

уравнс1{!{с' 1{оравенс1'во' сис'гему)'
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реш!ать л'1нсйнь{е' квадратнь|е рав1{е}{ия и простей[]ие рацио-наль}{ьтс }равнения, сво]!я|11иеся к ним, с!,{степ{ь! равнс1.|ий с дву-]\1я переменнь1ми (линейу+ьте и сис.]-емь|. в !второй стег!ени); 
(о]'орь1х од}1о шав}{ение

<}!а экзамене по !1атематике поступаю1ций доп}кен уметь:...
_1) рсгпать )фавнения' неравенства' системь! (в том числе с пара-

п;с':1:ами) и исследовать их ре1ления;
4) исследовать футткштти, стоить графики функций и множества

| |:| |(оординатной плоскости, заданнь1е равнениями и неравенствами;

5) изобра;кать геомещические фигрь| на черте)ке' делать допол-
!!!!'|'е.,{ь!{ь1е построен1{я, сщоить сечения' исследовать взаимное распо-
!|()жение ф'гш;

|2) ат+а;тизировать формулировки }лгвер)кдений и гцх док.вательства).
3 разлияии п'д*'д'! к оценке р{сния - умения находить ре{ше-

![ис и умсни'1 ан:шизировать полу{енное ре!шение -- щоется наиболее
()с-грое противорсчие между существу1ошлими щсбованиями к матема-
;'г.: чсской под1'отовке у{аш(}{хся.

]{,ля вьтяснения г!ричиъ1 г|ривсд1ших к нь{нет|]нему положению' на-

,'сс': обратиться к ре'1'роспективному рассмотрени}о изменени'| отнош|е-

1!'!я к изу{еник) математики.
3 преамбуле к программам г!о матсматике д'}1я средней гшкольт

1 918 года бьдло ттаписано: <(рс ма'гематики сщоится и проводится в

своей пролраммс-ми1{[{мум не столько в интересах будуших матема-
гиков или 6удуп1их техников' химиков' стат|1стиков и т. п.' сколько в

11елях попо]{нения тех недоста}ощих звеньев в систсме гуманитар}!ого
образования' |1онимая последг{се в ш]ироком смь1сле слова' какие мо-
жет дать только математика>' Бо:;ьгцим достижением довоенного
среднего образования в натпей стране бьтло созда:{ие единой средней
!цколь!' вь1пускник которой г{олуч:|л з|\ания, обеспечиватощие ему
возможность поступления и обрения в вь{с1шем унебном заведении
лгобого ттрофиля: университете, вц/зе' медицинском' экономическом
или каком-'|ибо ином вь!с1шем унебном заведении.

1{онеино, с'!едует отдавать себе отчет в том' что (такого вь|сокого

уровня сред}|его образования удавалось достичь в условиях, когда о!{о

/{алско тте бьтло вссобщим и когда профессия учителя бьтла весьма
шрес'гижной> [61 ].

Бплоть до 1939 года /{ля пре!1одавани'[ математик]{ в гцколе бьшо
харак1'ерно больптее, по сравнени1о с совремсннь|м, разнообразие пред-
ставле}{нь|х в уяебттиках задач' направленнь{х на ре2шизацию цели 

-нау{ить 11]кольн[:ков ре1шать лтобьте естественно-1{аучнь{е задачи' свя-
заннь|е с крсом элементарной математики. 8 1938 голу у:ебник
А.11. 1{иселева <Алгебра> (47] - после переработки, вьтполненной из-

::ж::::::::::|:::-".*" 
с одной ттсремеглгтой и |-1х системь!;;;;;;;;;;;;;;;#;:"'в сапо6^.-''',^._. |,]|!|1и[л урав,!ен{,!}{).в <ребованиях по ма:.епцат.ртческой г

1'ьяг{ пяо\'!!у 
т0'цг0'говке 

учацихся)ж ;::::т:. ::1::] :1 ]1| 
к0л с !,' 

' " 'р 
й"' ;; ,;;,#}: #крса матема1.ик.1 уча!|(|.{еся ]{олж!{ь] ;.. 

реш|ать иррацио{|а'1ь}|ь]е. п0казатсл},г.ь|е' .погарлт(:штинсск''|с || 1р''-гог{о\.]1етр!{ческие 
урав|{ен!ш:

рс!1]ать сис'гемь1 утавнсг::тй с ]{вуп11я []с{{3всс]]{ь(м!';

::"":1;"", '"-ионш]ь}1{'е' 
!{оказатель!{ьте и логарг:ф мттнссктте ;тера-

!{мст'ь пре/]ставлентте о графинсск0ь{ с1]особс репгсг:ття л]ав}(сн}|]'|и }{сравсгтс,гв)).

Б свстс <трсбоватги!| :то матс:ргаттт,
с1'ано]}}|тся |€}{8, т1'1'9 |!0({1.!! г|0')|}{('' ,'.'"''"'.'}| 

л:одт-отовке уча{1\ихся)

раз]]ичЁ{ь1х }й}( т.о *,,''"'''#"ь,:;ш 
т!€'[Б||с 3а']|!|!| с |!ара}}1{1ц)а]!1]'{ в

ктрсбоват:ий>. [3 рсзулл].|а1.е их ,,,'.,,,,.]],',|' жь,;н';:];,;;;:ч],!сто :)мп{.1ричсского тиг1а' на1!равленг1о(
в част!{оп{ ко!,крст}|о[4 рав|!ен!|и' 

" 
,,'.'].1| -1::1'- 

коцкрс1'ного о,'ве]'!!

тсэтю, кребоваг{[{я))
но,: с,""зи',.'.;;;:;#***,:;]####",;:::ж##
ленной на ус'грансние р8}]|'{1{ь| 1\{сж/.у дсйстдзите.:гг,!{ь!^| и жс.,|асмь!п{}ровнеш| изг!сни'| ма'|'сш|ат}!ки. 0;{гталсо измснсн',с с{'|с1'смь! в э-!.ом слу-чае про}!сх.дит в с'горо|[у 

-умег1ь|ле|{1{я жс'1асп,|ь|х дцост'и;*<сгтий у(|а111их-€я' а нс в сторону уве.][и({с!{ия их ур0вня зна;.тртй' ;;;;;;;;;,]";' ,,'.,"-|ю не сказа}!о об 1отснтти уча!цихся !!роводить какор:1-':тибо ана1|.1зусловий за|{ач{'' 

'рав1,е!!ия 
!!.)!,1 !10,.!учс!,'|',-,, 

'',.'-'':. 
{1с.т':.лт:пту :]{!ан|.{е,гтр:{обре'т'аем()е 

учаш{и]и11ся' )1.о сум]\'а 0.|,(е.]1ь!{ь1х 'з;л:;т;ий, умстлт:й :г л:а-вь!ков' ч1ю харак1'ерРРФ ;1.,!я от1я'гь-1-аки *,''р;;;;;;;;';;;;;;;;]],,.,'',, ,[{то' естественно, нип
вь!ки' характернь!с ;т#;;::;ж;т',жисс-]|сд0ва1т]1ьск'!с |{а-

[1рттвсдем с сокра|-!]ет.р[ям|1 ;{!{я срав!{е[!],!я <1рсбовагтия к посту-!-|аю!цему) в йосковскг:й гостларст,"1'н,т'.' 
у}}иверс}''те.г дам' й.!]. -]1о-;ж:1';#*?'к для поступаю{цих в йосковски у,,}."р."-

3|3 
осковского унивсрсите'та'2005 г. €тр. {зв-тзт1.

*ря,;
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!|сс|'[!!'|п,| |!с,]1:!!1)!()м и мс'|.о/1ис.1.0м А.н' Барсуковьль:_- бьпт офгцциацьт:о
}"|!](:|))!(,(с!! с'л';д|>г:-;:ьг;ь:м и о'1и}!с,гвенттьтм утсбгт:{ком по а]георс для('|)с/(!|с.! !!!|(().]|!,!. |)азллообраз:-[с з1]]{ач' !]рсдс.гав.|]сннь]х 

'] гтеб{{ике' ]}о-
|);|)!(1|с'|'. !'ассма-гриваются !{е то',1ько г|ривь1чнь1е д.]|я нь{|{е!п}|с,.о нрс-
^|с|!.!| 

(<'{'!'!!!0вь1е за/(а({и))' !{о и зад(ачи, связаннь{с с физикс,Ё|, биологией,
!!.|!|рип.'[ср, задача о радиоак.|.ивном распаде' задача о Ав}х ист0ч{]иках
свс'га !! 'г',{.

(р"д, задач' 1.редставле[|нь1х в утебнике (замс.гишт. ято ребгтик]{ля всех общеобразовате.,1ьн||х т.пткол!) с0держатся, ко!те[!но. и зада'1!{с парамс'грами1 хотя самого термина в его нь1}{е!]{!{ем по1_!и1\,'а||и1{ то-|да о!це }]е су|цествовало. д]оста'гоч]|о привести пр|.{мер. [лава 8 г!0с}!т1!а3ва[|1|с <14сс.':те.г{ов;т!{ис 
}?авгтентл{л>>, и в ггст]|' ,' 

'у''', 
пр0вод,1'гся ис-с']1с]10ва!'!!е 'г:и*:ейнол'о }?авнсг1ия () /{вр1я |{арап,|с.ща]\{и' ква](р;1.|.!!()|.о

ур;1|]{{сн|{я с парап,!стра1у!и. с!1с1'см ,ттдх:с.йттьтх , 
'.,'.'.;,,.,- 

.-.
с | [арап.{е1ра ми [47 )' |]ом ртмо унебни кс:в ;]] ?;:ж;}ж;:::
т|'| |]римсрьт унсбнт.тков а::гсбрьт /!ля с|сдц91.! |лк0ль! глод рсАак(ис}|ака/{смика А.й. йаркушсвича' в ко.т'орь|х |{сс.]!едованию равгле:ли:! инераве}|ств' а про1]]с _ обунсплито реш]ени|о зада|! с пара]\,|стра]!'!{' 0т-водил0сь достойг:ое мссто.

9дтлако, как отмечается в книгс [49], <достиг|{у.ь |(сл!, -.-- обуттт:'т,шко-'{ьников решат'ь .;тпобьде задачи, связаЁ!нь1е с к!рсом ма,гема1 икр| --}{с у.цал0сь. 1[оэ'гому в !1ос.]1своег!}1ое врсмя в03нр1к.'!]а и закрсг'и,,1ас!,!1рот!'1вопо'|о)кная точка зрен!{я' сог.,(асно которот-т в ]]!кольно[т обутс-ции матсматике с,{едует |{редставить только за.цачи опредс]{сн}|ьтх ти_пов' обунснис рс|,|ению |(оторь|х являстся о.':ной ртз г(е.:лей обунснгтяма''сматикс вообш{с. ]'| хо'гя о'{де.]1ьнь1е мс1.одис'|.ь] ра.].0ва.]!и за !1арш._лельнос рассмотрс!!}'|с как 'гиг|.вь!х, 'гак и ((}|ети|]о']ь|х)) з|!т{ач, в гц)ак_тикс !1!ко.|1ьного обунения закрсгтилась'ге1{дснцття к обу.1911}.!}о ш!к0,.!ь_ников ре1]]сни}о стро!'о о!!рс]1с.'|е}!нь|х типов п,|а,гема.1_и|{сск{.{х 3а]1ач(особенно си,)-{ьная на нача''!ь}!о й стадииобунеп;тя)>' 1'а:<п;м 
''|^''*, .середи]1с 60-х годов про1![лого сто.,|стия произо1'1!ло раз'1с.]!с|!{ие задачна ста}{дартнь]е и (неста}{./{ар'г||ь|о), к ко1.орь|м' сс,|.сс.г!]с|1гто, бьт.пи с:'г-нссснь{ задачи !{а исс.,!едова!]!'|с уравнений' неравс,"..', 

'.". 
задачи с{!араг\{етрами' задачи на |-1остросние в г.еомстри!1' бит;ом Ё{ь:<;тона,ко1\,11!лекснь]с числа и т.д.

Фдгтако, кат( далее
!![к()ль|{иков ре{шени}о
!!\,?(нь{х рсзу.гтьт'атов. 3
1+()

отмечаст !).й. |{олягигт [49], <обу,тение
1'ипов{'[х задач в массовой ш]колс не ]{авацо
результате в к1]чес1'вс основт.го}| г1сли обу,1911цд 4\

('|,!](1! вь|бра|{а цсль наиболсе бь:срого и наиболес лс]'кого рс1|!еЁ]ия
|;!.!(1[(| опрсдсле1[нь|х ти1]ов' разучивание со 1пколь1{иками определе!1-

:::,пх способов ре1шения эт{,о( задач' Ёе говоря у)ке о то1!1' чт0 стрем'!е-

! ! ! !с всячески облегчить математичсску!о деятельность Ра{ц[[хся спо-
к'стбс'гвова.гто формиротзани}о у м1{огих унителей и у.{а1]{ихся нсвер!{ого

т,6сх<дения в том' что основной це;тьго рабо'гьх над учебной задачсй

'!|}|!'|с'гся 
:таибо.цее бь:строе и .]1егк0е ес ре!шсг]ие)>' 1аким образопт. для

\с!р.1||сн!{я р11з]!ич}1я мс}(]{у )ке.]1асмь!м }.ровнер| уп{сния реш!сния за-

ц:п,г га дсйс:'вите'|ьнь]м 110ло}{сн!{ем де,! бь].'1 вь:братт пу|'ь умсньш1с}{ия

'(с.||асп,!ог() уров!{я' вп|ссто }ъеличсн}|я действитс.т'ь!!ог() рс)в}{я з}]а-

п::.:й. !{арте'гивгг:иЁдся в нача.}!е 60-х годов разрь!в ме)к/(у шов}!ем под-

|'()'г()вки вь{[уск!!иков т|]ко']|ь! и потребгтос'т'ям|! вузов п0стспе11но у1
т'уб:цялся по мсрс развития науки !{ технологи1:!, а 1'ак)ке в результате
п;зьтснснтдй в сам0м обтцес'гве и щебованиях' предъявляемь!х !|\'| к

)'р0в!{к) и со]{ерх(а1|}гю образова\1[1я 14' в'го ;кс время, нс жела10ш1[{м за
')'г() 1'н|ат!.{'гь. Ё эти годь{ сред}{ес обученис в 1пколе становится бсс-
!!.|{а'|'|1ь1]\1, об!|{е]{осцпгпьпшт. (ак слс.|(с'гвие, получен,|е среднего обра-
'}0ва}{}!я 1'1ереста.]1о сч]'{та'гься дос'ги)ке{:!1{ем' и ур0ве!{ь 1]одгс)товки вь1-

] ! \'с к} ! и к()в с1'а.}| за}\,| е'г|] о |1он ].| 

'каться.
Рстт:с;'всг:но' вь!ведсг{ис из ||рак'гики больштого ко.]|ичсства ма'{'с-

!.}|а]|а |{с п,!ог']1о }1е сопровождаться уме}{ьш!еЁ|исп4 врсмени' о1'в0димо*

|'о т'а изученис математики. Рассу}{дсния ((ме'1'одистов)) яснь!: еслрг 6

'{ас{_)|] хват|]*цо на изученис боль!шет'о ко.]]}1чества 1\,{атср|{ала' то изучс-

'{ис 
ме|1ьш!ег0 с|'0 ко.]'(ичест[]а щебует' ((естестве[{н0)), мсньш|его вре-

ьтсттл.т. \,1сханистический гподход привел к тому' что вместо стандарт-
г:ь:х (:; .т,псо1з 1{зу({ен|.|я п[атематики в неделк) их кол1|чес'гво на с'гарл::сй

с'г-;те1ти бьтло уменьш[ено д0 5, а в <<гум,а}1итар!1ьтх) классах до 4 час0!]

в Ё€;1€']!}9. 11ргт такоь: г1о.]]о)кении ,|1ел материал, сч]'тав1ци}!ся раттее
0б1цсд0ст)т!нь{п{' перс!пел в разря,{ крлубленного) изу{сния' появи-

л:;с:ь профильнь|е к.]'(ассь] и т.д. Б црактике преподава|!ия ма']'ематики

|!']с'|'огжсст'в0ва.'1а алг0ри'гмическая ли||р1я' основанная в основн0ш! на

}]\1]1|'ричсском т}1пс \{ь1{пления' поро)к.г{ато1]\ая' в лу!{!]]ем слг{ае. хо-

!1()| ! ! }{х т:сттолнгггслей

Рсформа образоваътгтя, проводив{1!аяся г{од руково/{ством
А.[1. {{олшцогоров;1' |{аРяду с по]]о)к}{тсль}{ь'мт' момен'гами (введснис
вс{('1'0рного )\,!ото.)1а. эпем!]{{то!] ма'г9ма']'!{!!еского ат{ализа рг т.-ц") име.'1а

и нсгативнь|е последствия. Без учета су1цествовав1|]его на тот момент

уровня образования основной массь1 у1итс.]]ьского состава бьгла пред-



приня'га попь|тка приблизить уровень 1пкольной математик}1 хотя бь]к уровню математики 19 века. <<Ёе всегда продуманнь|е и г{оследова-тельнь]е реформь: в итоге нанесли больш:е вРеда и способствов ы1и у-лублению разрьтва между )келаемь!м шовнем знаний ш!ко.]|ьников идействительнь{м шовнем их знаний. э'', 
""'"'твенно' вь!зв.цто реак-ци1о системьт образования' проявив1;туюся в ещс более форм€шьномподходе к изло)кени}о соответствгощего материала ' *- -** б''"-1пирокому иск.,1|очени!о из к)фса задач' требовайп.тих времени для ре-||]ени'1)) [77]. в нач!ш{е 70-х годов про!плого столет1{,{ задачис пара-мещами твердо пере1!]ли из разряда задач' явля}ощихся обязательньт-ми' хотя бьл в плане развиту!я уу1ения ан2шиз}|ровать условие' в р{вряд((нестандартнь1х)' предлагаемь1х на всцд|итель|{ь1х экзамснах'Ра данньтй момент' как отмечаст л.д.(удрявцев, кРазрьтв междууровнем математической подготовки вь!пускгтиков 1пколь! и потреб-ностями вузов определяется многими причу\нами, среди которь1х мь]вь|делим след}'1ощие:

. недостаточность и неоднородность математической подготовкиабитриентов;

. взаимная несогласованность |]]кольн -
математике' 

"_"""'-п9!1ь ц]к0,!ьнои и ву3овских прощам!\{ г{о

. недостаточная кв€ш!ификация рителей и отс)дствие удобнот-л иАост1лпной им системь! г|овьт|ления ква:ифика т|ии и ."р"..'^''_товки, в частности, в дистанционной форм"] 
-л

. не)келан}!е мате
тий уяитьтв"'" #;:;:ж;1::; н#ж;:т;ж;';#:;.
цеству!ощий разрьтв;. определенньлй ((ш|антаж)) вузов' вьтража}ощи йся в том, что навсцпительнь]х экзаменах предлага}отся искусствен}|о ус]!о)кнен_нь1е задачи' а не те' которь[с действительно необходимь| для ус_пе!]]ного пРоАол)кения образования в вузе;. )величение количества сцдентов в связи с по;ребнос,гьло общест-ва в массовом вь|с1пем образован:ти.

€уществуло!]{ая система довузовской подготовки (лодготовитель-
!{ь1е отделени'{' к)фсь1' лицеи и колледжи) не улргшает ситуаци1о' по_скольку она готовит не к обу*ени}о в вузе' а ли\|ь к вступительнь!мэкзаменам' Фтсюда происходит и специфив"..'" *р","'!!!'".'",идеология: нацеленность н2 пет||ёц тх о гх п,'/-
но усл о ж не','"'* 

','1,"$#"# 1ж:3# :;ж:};::ж:;:"
42

{ !!!с!!|!ь!х)) 11рисмов г]место систематического изучения методов ре-
! ! ! (' ! ! | ! я'г1цатс.]!ьно к.ггассифицированнь1х задач.

| !аиболее очевидной и су1]{ествен}{о}"' 1]ричи}[ойт разрьтва являе'[ся
!!('с()|]1асов!т|!нос'гь ш;ко:'пьлтой и вуз0вских [|роФаш1м по мате!\1атике,

!!|)!|су|цис г!рограммам недостатки' а так}ке отсугствис понип{ания то-
!()' ||'|'о мате[|а1'}тка -- единая наука |4 ли|шь условно может бьтть раз-
(с !сна на э]!ег\'1ентарнук) и вь|сш1ую' 1!ко']1ь[{у!0 и вузовску}о>. Акаде-

ь:::пс |{удрявцсв прямо указь1васт на кризис с!'|стсмь| совреме}|ного
п!1|'['сматическстго образова|114я, как ш!ко.]{ьного' так и вузовского. Ёас в

')с|!ов|1о1!{ 
иг!тересус'г |'|!коль1{ая состав']1яющая э'гого явлс|{ия 

- 
как

('!() 6!шь!. !{ак отшсечается в сборникс <Ё1овос содер)ка}]}те образова-
глгя>> |2'/), (ссг'одня{-1;!1я'{ ц!ко'!а (:: тс_:'тнсе, то1' т!1{1 практи|(|! образова-
|!}!я' ко1'орь|й затри с 

'{]{111]{им 
с'|'олстия с.]1о)ки..!]ся к ко[{цу {! вска на

()с||овс идей А.А. 1(ошлеттскогс' а |.1ме|1}|о, ((!шко.]1а памяти>) ь|с ре11|аст и
] ! |)}1т{{{ип!.'аль1]о !1с может ре1ша'гь т|ра]к'г!|!{сск?[с задачи ссгодня1шнсго
,;бразоваттгтя и !]ос|т!11'а!1ия, ко1'орь1с каса1о'гс'( вь!рат!{ива!{|-:'| ш{ь11:]'[]с-

| ! {.1я )/ !|0дра1с'гаю1|(с!'о г|0 !{о.пс||и'().

4.3. [1си холог_п: ческлт;! а!{а.[| и3

(ропгс 11срсч11с.1!сн|{ь1х вь{ш_(с пр|:(||!!{ Ф1(1г16'1""" 3адач с ]|араме1:

|)а\'1}'{ ну}](!1(] с!!{с указать !{ 1{а {1сих()л()гичсск|'с ;1с1!ск'гь! ощ|{ца'!'с.]1ь}1о-

|'0 о'1}!о]!1с}|ия бо;тьл;;иг|с'|ва ря]{('вь!х пр0|тод;гва'т'с;;сй матема1'ики' а
,|срез }|х и 01]1о!1]с}]]{с у!|аш[ихся' к зада!{ам с !]ара]\'страм[1' задачам на
{|осгросн}{с' за]{ача]\,| [{а |{с.](ь!с 11!.|с.]111 !| 1'.!|. (([|сс'г.1[{]]ар1'}{ь|м) зада({ам.

)[:с:буг.: че.]10ве!|еску}о ,1{ся1'с.}|ь1{ос'гь }{аправ.:тягот :'_;;убоко укорс-
[11{в1шисся ,!]{с'!' с1ра:'сг|.{и. руково].ця|{{!|е и]1с1{ г.г сттосс:бьт !{о}{!!ь,|а}{}б1

''[}к 
!{азь|в:1сп.1ь{с ((мс}!т21']|ь{{ь|с }'!0]{е']!и)) [7.] пть:гшлеттия. ()ни 11рсдстав-

':ят0т' собс.й обт:1д:с. и}'ог.:1а г1.)!()хо !|]1|| вовсс 1!е()с0з]|авас]\1ь[е }1дс}{, на
()снове к()'!'орь[х фстрьт:трук':т'с1я ||а11|и ш{Б1€'ц'[ тт .г{сйствттяг. а 'гакже

пре]1с'!'авления о }(слаемь{х рсзуль1'а'гах. |)ти теорг:тт' которь1ми мь!

рук0водс'гвусь{ся' 1]ьтрас'га}о'г из ;та6:тт<_тдсуттлй и непосре]1ствсннь|х

,(сйс:"гвит-.т. Фгт*; бьт"ци г|олсз}|ь| 1]аь1 !] |]ро[пло}'. и п{ь| т|олагае;\,1, что
0|{|{ )кс бу,:ку'г г{олезнь| !там в бул,,,т:гсшт. }{о сс_ц[{ тсории нс (-)правдь1-

ва1о'гся' т0 мь! (тсряеп{ всру) в }{!{.\, и обьл.ттто ух{е навсст'да. \4ен-
'!'а.!ть!тт,тс модс.]1}1 -'.. эт() }!сч'го вроде с|ильт1эов, ((встроент{ьтх)) в нап!и
оР|-ан|,| чувс'гв [7]. йснтал1,}{т'с мо.|1с]1!!, исг1оль3уемь|е .[}одь}{т.', час-
'го пре/{ставля|0т собой штстафорьт, !(оторь{с. в силу их неочевидности
и распль!|]чатости' тру]{{](:) т1о]{вергг{угь сом}1е!-1ию. йа'гертталом для

4з



созд{а}!ия мсн'1';1-]]ьнь!х мо/]слсй вос]:!р11я1'ия слу}{ат отчасти обш{ест-

|]сн!{ос [|г|с!!|.|с' о1'час'ги }!дси д1ру|'}{х л{одей, оказь1ва}ощих на нас
в!'ия11ис. Бсс ос'га;:ьг|ое мь| г|олучасм' конс'1руируем и поддержива-
см на ()сновс собствсттьлого опь|та. [|ос'л'роетллте ме}{тальнь]х моделсй
т|роизводится чс1-ь|рьмя ос{]ов1{ь{ми сгтособами.

1. Бьпперкивание. [1о;:унать и обраба'ть:вать всю посцпаю1цу|0 к
*там информациго мь! }!с в си]1ах. 11оэтому мь; вьтбирас]!1 ес г|екоторую
({асть, а ос'гавш|}.юся и;'г!ор|;русм, (вь[чсркивасм) согласно собствен-
1{с)му понимат{и|о ес гтеобходимости' о|!равдь{вая это тсм' что данная
гтнфорпта;дття для нас }|е ва}(}{а' Ёсл*; гтатши мс!!'т'атьнь|е модели Рке
сфорштировань|, то вь{!!срю{ва}{ие информации работаст на их под1ер-
жа|1ио. 9ас'го именно полох(и1'е.г:ьгтьлй опь|т становится ((вьг!еркгу-
'гь|м)>' в0ст1р1{нимаемь|м 1{ак дол)кнос, в 'го время как о'гри1{атс.гльньтй 

-
з[1г!оминае:'ся. Фдтчако, в больгшртгтс'гве с-]1учаев' в\1ес'1ю ана1иза г|ерво_

}три1{ин отри|{атель!того рсзу.]!ь'га'га (:тсудачи !1ри рс|пе}{и[1 задачи' !!е-

равенства и'г.;':.) и !1оис!(а мс'г(),;(ов устра}{е!|ия причин неудачи' 'цела_
|0'{'ся !{сг{рави.}(ьнь1с 1]ь1во/\ь| 0 (гру/{нос1'|1' недос'!'у|!}|ости)) и т.п.

2. (онс'груирова[[ис. (огтст'руирс:в!т!!ис .' а1!'г1.|1'с:]а |]ь[!1срк]{ван!11о.

()б.лтадая какой_либ0 и:лтформал1*тсй, мь: г:ь;тае]\{ся придат!, сй форг'ц' ук-
.цадь!ва|о1]{ук)ся в раь{ки сформирован}!ьш у нас мсн1'альгль;х модслей.
йьт <цосщаивасм)) недос'га|от{{уо инфс':рштап{Ршо, если это т|еобходимо

для нас. Б слунае за]\ач с пара}'1стами мт1 сталкивасмся с удив}.гге']]ь-
т{ь{м !!рояв_т!е!т}|с[,1 у11рс}!ца}о111ет": обра:ттой связп'- о}{идаг1ие г|а]]ения
(успетшности) усв0сн|{я кшса' (одер)ка||1ет'о задач!| с пара1!1е'1рами по

сравгте}!1.1ю с !(}рсош1' нс со,(ер}1(ап(}.|м их и.,|и .1одобт1ь|х им,3аранес обу-
с.|1ав.п|{вас'1'отр|,{11а1'с..1|ь}|ос о'г11о||]с!{ис к этиш1 3а7){ачам. Ёаибс.>::сс жслае-
мь:й рсзу.пь'гат лгобс::1 /(ся{сл}>|]ос'г}| --.- ус]|сх и связа!11!ос с }|ит!| са]\,|о-

уъа}(енис. Формулла атгт:.тгртйско:'о г1сихо_цога и с[ли_ттософа !. /(>ксймса

<< сс|.\!оув(0,'е!!!!е = 'ус',1е'\ -._) о1'ра?кас1' сущь|ос1'ь усг;с:-штлой дея-
пр![,11язс!] | 

'!я
'1'е.[!ь(!ости, в час'гности и обучсг1|.|я, в 1'ом слу{тас, ссл[| .тис.:;;т'гель э'гой

дцроби пос'гоян]!о бот:т,т-гте сс зг|амснатс.!|я- уме|{ь|{{с|]ие !{исл!(гсл'! ведс'г

к у]\'1е1!ьш}е}!и|о ве.}!ичи|!ь] са\{оува)1<сни'!. 9с.гтовску г!ротце !1рсд1!оло-

)!(!|'гь о1-р[1(1аге':тьлтьхй результаг' 'г.е. умегтьт|]ить ]1ритязат+гш, н'гобьг

р|р1с'1'|, во3[.{о)кность сказать ((я ведь {|рс;(у11ре)кда']]. . . ).
3. !!скаж;ел;ие. }'1сках<снио -' г1ро11есс {'1змс|тс!!ия глолунснт:оЁт и:т-

с|;с:1.;ьпатл1г;тт 1[реу!}с,]тичсн!1с ()д}{их се /1е'га]|с,! |.! |)р].']!и)ке}!ис дру|'их.

,+.1

!!1::: вь:боре того или иног'о дейот|]!|'1 мьт пр]{}1асм 6сштьштттй |1сс т{аким-

!() ;|с11ектам наш1его опь{та' Б э'гом }{с'г 1]ичст'о п']1()хо1'о' но мох(|{о

: г1;тт{!т'и к неправильньтп'! вь1во}(ам'

11апример' многие считают' что ллтобьте т1срсш1еннь|е задачи' ко-

!!(''{|!о. можно ре111}'{ть' стоит того толь({о ']ах0те'1'ь' для гтоддеря{ания

!!]!.1!{0зии они воспр{'{нима1о'1'свои г{еуда!{и как (11очти удачи))' забь|вая

()!.()\4)чтонесуществует(<1]оч,{ире|1]е}1}!ь]х>задач.0]\нттьтизшр},|!]]\и-

!!()!] системного )1одхода в обг!еь]!'1и /1ол)({!0 с'га'гг' убеж/1сн}'!е в т0м'

.!1'() ((почт!| ре1ше}{нь1х за]1ач) не бь:вает" 3;т]{ач:': и'}(}! рс!|!с|!ь|' !{']|и не

|)с !! ! с|{ьт.

4. 0боб;лцение' !1спользуя обоб;ттение' мь[ м())1(сп1 создавать свои

п|с!!.гальнь!емо/\е](иг{аосн(]!]ани,{ед}т}{|,1чт{от.()0!!|,!,га.(-)(;обгцегтисиг.

|)1|с'г к.]1к)чевую роль в г1роцсссе обрсния и |1римсне}{ия злтан:{|! в ра:,,-

|!|11!}{ь1х сица|\иях. Ёахо](я в предмс'гс что-:тибо :]!{ак0|\1ос' п'{ь| сразу

!![)сд|1олагае}'|) как с н11м обраш\а'гься' Без 1апения обобттта':'ь }]ам 11ри-

\()/1илось бьт кажАуто за]{а[!у (ре|]|а1"ь с нуля)' ()паст:остл' обс;бпте:ттля

11|и1.ся в том, ч.1.о' взяв за 0с!{ову нехара.к[ср1ль'тйт пргтмс:р ц ,;1сл&! на его

()с1!овсобобтце:'тттс,м())к|]ос.га'гьг,чухим]{сле1]ь1п,{к0всс]\{св!,1.|1с,гсль*

('г|}ам обратного' _г-:.:тьгттдат1с.г,вош' ря'1овь|х ]{с/{'!1-

[[4пцентто такос обобш{с!|ис '\е,!ае'гся 
|]

! ()|'ов |!о отно!1|сния к за]1а!1ам с !1ара|\{('тра\(и |'|.](}{ вос;бш(с за/(а!|ам'

'!сш1[1.!{иинь1мобразо\|неук]!а,{ь|ва}о!циш1с'1в1]ривь!(]|{ь1с\.]е}{,г.ш|ь1!ь!с

(\{од(с]1и -*_ (рамки)>' ]]ейс'гви'г'е']1ь}{0' су||{сс1'ву101;111с н?} даьпптьтйг ьто_

пцснт }й1{ по матс\!а-г!'кс содсрж|!т з|}'1ачи с |!|1ра\(с'ц]а\'1|{ в ви'1с ((го_

'!счнь1х вютточеттийт>), чго но{{збеж|{о !1риводит к г|ояв''[сп{ию увере[1|1о_

с'гив!{хслу{а1;нос,ги,надуманн0сти,11ст{у)!{н()с.гц.Бс.т:;тот.]1о::ьно
|з'зятая задача с параме1рами реп!ается' то о11а рст1|ае'гся \'{сто']1ами'

![риме11яеш1ь'*', ,, ,,!" рс!,!е}1'1и за.г{ач без т'1ара\{е'гров' Б рсзульта'гс от_

/!}.сль!{аяре!ше|1!|аязад!1ча11с/(ас.г!]овь!хи,цсйи]1иь|с1'0,{0в.(];дру]|.о}1
с1.оронь!,|1сре|цсннаязада1{а.напр0'!}1в,г10р0}к/\ас,[.ттсга.гртв:|ьтйопьгт.

!|аосн0ва!1иикоторогоу1(рс1!-цяе1,сясу!!|'сс.гву{о!!|.аяме|{'га](}'г1аямо-

]1ель. в ит0гс г{ь! ']{уч!пе всс1'о }]1{дим 1'о' ч'г()' как м}'! счи'гае[1' глсобхо-

,|1имо, и едва заш1счае{\4 и1{4)0рп1а!1!'!!о' }|с ук]|а;1ь1ваю|1(у1ося 
в ра\1ки

!{а1г]их ментальнь1х модслей'

11рттсушттте1!а}{мсн.га'{ь1{ьтеш{оделимь111|.|тег'иягобразуло'т!{ску}о

внущенн|оюсис.!.еш{у-пара/1}!гмуш[ь1!1|']|сния..)1то,црт'обла/1;ттс.:гцис

разлит{нь1миг1ара/1игмамимь]п1'}|е!111я.3;1с1119.|\7!!!1сс!('{о{{!!},!с]{у!!!ать|{
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{|0|]!|й3'!'|' /{ру'' дру''а. (-лсдус'г отмст}1'гь, чт0 кахс1ая ,!з с1]ор0[{ обьт.:но

имсс'|'с!]0с ви]{сг!ис 1!роблсмь!, свос о'гн01пе1{ие к ней. 'г'рсбустся масса
в|{има![ия ]{.]]я '!'0!'о. ч1'0бь| т1онять о чем и!{е}1}{о говорит 66$991:дгти(.
(ак бьп.::о ус'га1{ов.]1е!{о исследова'гслями. да>!(е при |1ередаче {1рос'гой

и}|форма|{ии л}оди обьг{но не с.}!ь{{пат того' что говорят другие' мь1
сль|ц!им только 'го' что о)кидасм усль11пать. !сугубляя проб]1еп{у. лю-

ди час'го не говорят всего того, что они име1от в в{{ду. <йьт сдва ли в
силах представить себе, *- п!.1сал о. 111пенглер, -' сколько всл}'|к!|х

мь{слей чРк!!х культ}р на11]ли в нас сво}о гтопа6сль, поскольку мь],

исходя [{з ||аш]его мь|111'1е}1ия }| сг'0 граг{и11' !|с ст\,1ог]|}.1 14х асс!|]\,|}{.]1!.1ро-

ва'гь' [|л|{, что то же, ош{},1ца.,1|] их .,!()х{нь1ми' нену/ь-г]ь!ш1и. бесс&1ь|с',!ен-

ньтми> [134].
[[ривсдсннь| е |{абл юде|{ия в | {ел0}\.| объяст:я ют малос !!рисугствис'

а точ}!ес [|0!!'ги ]1о'!}1ое о'гсу'с'гвие зада1] с г!а[]аме'{'рам|{' !1 }|с 'г0]1ько

их' в |(шсе 1пколь! 1.1 заста|].ця|от обра'г:атьс'{ к ана]|г{зу у;ебного про-

цесса с це.'|ью нахо)кдения возмо)к}тости его изт\{сг}сния в }1рк1'|ом на_

правлении.

Бьлво,{ьп

1. 0тсугствие со.г1ер)катель{{о-мс'годической 11!1ни1{ задач с пара-
мс'1рам1-{ в суш{ествуо!цей }!ь1}!е с'1стеме ма'1'еп.1атичсского |]|ко]!ь1{о1'о

образования вь!звано как мс'го]]}'ческ}!м|,. '!'ак !' г!сихо.]!()|)..|1{с(]кими

11ричи}]ами.

2. €угттсству!0!|1(1я н|,1нс ст!с1'сма ма']'емат}{1|сс:<от'с: образова!!ия! !{с-

сит колт(;ормист'склтй харак1'сР: булу;*т 0с1{0ва}та г!|т с1'рахс ((!{е1|ри-

ятия> обш1сс1'во\,!. она |тор0х(.|1ас1' {!с'кс;таг{}.!с у!!а.1!(}!хся |!р0я|]]!ять

и|:и|(иат'{ву. Фбунеттис !!рсвра!!{ас'{'ся в руг'{[1!.лу:о рабстгу' }!е {1р}{!!о_

ся л{у|о | !и удовлс'гворо1{ия' [{ 1'1 у,|{0во,]ьс1'в [! я-

3. Бведетт:те содержатс.}1Б}[о-ш:стс:дтт,тсст<ой 
'т|.{}т!{!{ 

|]а,'(а:| с 1!арамс']-

рами нс ссть само[{ель. Ё{о иг1с'|'руш1ент д.]|я разви'г|!я с1''с]'с\{|1от'0 ма1'с_

ма'1'ического ].| лог'}!ческого м1'11_!|'гсг{!{я' г|рр1чеш{ 1|с '1'()лько у{а!|{[{хся.
т{о и прешодава'гслей.

4. А"гть'гсрттатив|{ос1'ь идсй! т-т }1е1();'10в ре(.!!с!{1|я з.|]та!{ с пара]\,1сща1_

ми с'{'а({е1'основой для ра:]в}{тия са\'ос_гоя]'с'!ь|]0с'|'|{ /{с[1ст'вия у![а1ц}|х_
ся в различньтх об:тастях, г1риве/{с'[' к возш1ож||ос'ги изме|1ен}1я ш|е}{_

тал ь1{ьтх моделеЁ.: м!,11л]{ения. появлсния }{овь]х м()де'т1ей.
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5. €истема математического образовани'| перестанет бьтть кон_

с|лормистской и педагогоценщичной' |_лавнуго роль в обрении булет

,,,!^'" тот' кто обрается' т'е' г{а|цийся' а не у{итель' 1-{ельто станет

совместное обуление г1ащегося иучителя' построенное на принципах

с:братнот? связи.

6. Реализация огромного творческого потенци€ша задач с парамет-

1':ами буАет способствовать развити}о эстетического воспитан|'ш{' что

!|свозможно предло}(ить при линейном алгоритмш1еском подходе'

с у! шеству1ош1см нь|не'



[лава 2. [$егпоёолоецческц й аналц3
соёерх<а гп ел ь но й ме гп о0 ц ч еской л.! н !! 1]

к 3 а0 а ч ц с п а ра гу!е !п ра м !! ))

$ 1. 3адач!.| с {[арап|етра}|!{ }(а!( ана.;[0г[1

!|ауч!!0-исслед0ва"| ельск1|х задач
п рик.]} ад!!о|| м атемат[{к[!

Бсе возрастаю!-|{ая |!ог|у.}[ярность за/!ач с ||ара]!1е1рам[1 .ц|!т1ско }{е

с,:т1найтла. 
-[соре'гитескос 

}{зучсг!}!е и ]\,|ате;\,|ати1{сс кое \{одслирование
ь;гтгзготэбраз!ть|х г|ро1{сссов !-{:] ![13!!!1.{1г1:!\ об';гаст'сг] ]{а)к1{ !! т1ра{(1[1.тс.

ск0:]т .:1ся'ге;1],!{0с'гр1 че.|!0вска з|{час'(у|0 пр14во']1я'1' к ,'[ос'га1о[!но с"]!о)\-

т{ь|п,1 }равг|с(1пям' нсраР'с!!с'гва1\'1 11]1!| 1.|х с[!с1'сп1аь1' с0]дср7{а1!ш..1ш{ !]ара-

!\,|е'гр!}{ ' Ёс:обходттптойт .: ас'гг,тт.) ре!1!с}! ия г:с;;ц':б: гьтх ']{-| ]!ач я!]ляе'гся

}1сс.]!сдова}!!|{': харак'|'сра и консч!!0|'о рсзу]!ь'г;|'|'а !1р011ссса |} 3.}1]!'с1|\10-

с1'}1 ()1' значс:э*ий !!ара]\{с1'ров. пр}.|(!с[,! ({а|с'г0 ок1|зь!)]ас'1'ся^ ч'|'с) рс]1|е|{}4с

завис!|'1' {1с 0'1' ка|)к,]{ог0 [1араь.|с'гра в о1',цс.]!ь}|ос1'и' ;] ()т !{ск0'1'оро|'() их
харак'гсрно1'0 к0\,!1-|]1скса. Б полобд!ь1х случаях с'!'аш0в1.{'гся 1{с1]оз!1ож-

т;ьтм ра:збтте[!ис исхо;'1'{ст!]т зада'пгт с0 м|то]'1!\{1| параметраь1}'| ||а сово-
куг!ность задач с одн!,|м из пар;\{с']рсув. 1'ат<т.:е за/1ачи т'ребтпот :''::убст-

кого 1!о!{|{ма!|ия суги пр011ссса, свобо,цнол'о владс:н!.!'| ра].}1[.{({нт,'1\{|.{

}1а'1'с\'а'ги(|0с|([}\1|] \|с'11),1{ап'{!.| ]{ с|{ру!!}1!сзн(}г0 !1н[1.]1'.:за [83}. \'1о;:;нгт

сказа1'ь' ч1'0 з1|/{а({и с |!а|)?!1\,1с'гра\1!{ яв.'|яю'!'ся у1'}р0!!!'с1!!тьтп,: гт1'т1:с-;$;13-.

]0м ва)к1{ь'х науч!!0_1{сс.]|с/1ов1|'гс.]|ьск1{х :}а.](а1!. 3ад;т,т:: с !|ара1\|с1'раь{|{

нрезвьгнайтто ь.тттот'ообра'][1ь|: ']а.)1а(!и на !'1сслс/{ова|{ие ква]{рат'гтнт;ой

с_[:унклтии и с,{с'гс[{ линейгтьтх уравшсгпий, задач!1 !]а ](сл'.1\|()с'г), ]\1ног'о_

1|'|!с1{ов, задачи |.а п{иниму{\{ |! \{акс{]мум' гео\{с'|р|]!!сс|{|!с 3а/цачи с

!1араме1'рами, 1'ак !{а3ь1вас\.{1,[с (л0|'и!!сст(и€)) здд;1с", т.д 'г./{. !_[е.л:ьзя оз'_

0]{ца'|]ь 1Ф[Ф' т1'1'6'1 ]{ля ус||е1!]}1ого рс||!с1|ия за.1{ач с {|ара\{с1'ра\'!{.{ !1ас-.'го

трсбуется' говоря с.'|овами извсс'1'ного г{сме{{ко}'{_'} матетт{а'г[!ка и |1о-

11у"цяри3атор|1 науки Ф. {.{;'тс!!на' ((х0г'1 1{ !|с с.]|и!11ко]\! |.{']о!!{рс!-{!!с)с' |{о

!]сс] --'га ки тр!ока({ес'гг]о)}.

€ точки зрсния вьлс:ше;! математики ;тю6ая з&дача с т!ара\,1страп'1}1

|у10)кс'г рассматриватт,ся как за.г{ача на исс]1сдоватттте футкцттй как рттг_

!!имум дв}ъ |1ерсмсн!{ь'х: !{езависимого аргумснта и параме'гра' )1ри_

41.4

,|('п|' к;1к э1'о !1р0исходи'г ]1ажс в прос'гойштих слу{аях' когда ре1пение

\1!))!(с1. зависс'гь [{с о1' каждого параме'фа в- отдо')1"*]''5.Р""','

!|('с]|с/11ованис ро[шс]тия систс]!{ь1 двц линей}!ь]х равнений с двумя

{ !с1)с\,'|ен]'{ь!м!{ привод1ит к }|сследова!{и}о из\'1енеЁ!ия !]о'(ичин (опреле-

,:т:т'с:.:тсй сгтстсп':ь;)' каждьгй |'!з которь!х.зависит от четь{рех' в обшем

с ;]!!!|}€ |1икак |{с 
'-"';;;;;;;; 

мсжду собой ![араме'1ров' 3адачи тто/добно-

'() 
|'!'{|!а'гребтют глубс;котк; !_{о!{има|{ия с\ти услов1'|я' свободного вла-

{,с 1 { !'| 1{ р&з }{с0бразпьт шти т!{ с'годами исслс/{ова|1и|{ и анш: *аза'

Рассш:ощипт, }1а1!р11п4ер' с0вер[шон}|о ((с'га|!дарт1у"]" 
1т]]] 

об из_

\1(]1|сЁ!!1!| .;"",. ',р'{с'', 
1{|}адратногю урав|{ения 3-х' - 5х + с - 0 при

,<т+робеганит{>> парамо'гро|{ вссх-дсйствтпель|1ь1х 
з1{ачений' -[]юбой де-

!}я'|'ик-т1асс11и^, }{" !.''!!* уке об учаш1ихся старшлсй [шко'}1ь]' вь|!!ис'1ив

](! {с ь:р1!м1|нан'г. гта|!'цс']' {]р!{ как}4х зг{а1]ениях парап{стра }равнен!{е не

!!п{::9'| (Ф!Ё€й. ::р.!а как1{х з1{ачсниях шавне1{и}о удовлетворяет 
единст-

!]с!{,|0е з}!|1чсн1{с псрсштсттгтой' а т]ри каких -- два ра3'пичнь!х з11аче}1ия'

()днако эта ста}1'ца;'гная за'цача сс'гь отраженис о'|{ного из важнейтших

(()г]рс\'1е1{ньтх пс':гля'гуп!! 
_- бифркатп'1й - 

ка!{сствс!'}того измет;сния

110ве][сн}1я с'!'1с'геп{ь| в 1|роцсссе и3]!1сне1{|']я ес парамещов' ]тим поня-

|'ис[{ 0пср[']ру*' "с['",,, 
все - ес]'ес]'воис'|ь1та'ге]1и' 

!4нжеь|срь1' спе-

'' " ^ :;::"?;:;;:':ж' н;;т}. *, 
',',,, ' |1 онятие бтт фурка:т*ти вводить

|'| ана.'!}'1зиро86'|'! 1] |_1!к0''1}'!!о&1 к'}рсс п{агсма'гик|1 в ]1ро11сссе ре|шения

]адач с !1араш|етра1мтт' [4бо ']'1ссь да)ке |]1{чсг() особо ттоттого вво,1ить

тц.:ги ]1оба*з';гя'1'ь 1[с !10''ре(!'1'сгся 
_ ,{ор0|||0 !1 дав!!о !{звест|1ь1е примсрь|

{;гтФ1ркаттнй ,, 
'.,,;;;;;;;;''",'''..,' 

,]::;,:'''как в алт'с6ре,'так и в гсомст-

ргти. ['1'зътсг':снис фслрптьт с011е1!1{я ку(!а плоскос'гью' 11ер!1снд::к1:лярной

сг0/\}|(|1.о}{а.|111.[|р}{п|]()]1ви'нс1!!1ип]!0окос.[.иото,;{нойше1.:гшиттьткуба

::{о)1!}1.с.;[!..',.,.''.',,."[;тг|;ч;кат1т:с.'::тньт!:тпрог|ссс.8ообцт.с,т<агсбуде.г
|[о|(а']:}}|0 !||''!ж0' !{а'х0'1;-][1:н!''с с:бтцс:т'; рс111е}{1{я 

урап{'с};!|я }'1'пи !1ер1-!ве}1_

сгвпс11а[)амс'1.рс}г?1и,1!|]!!а])?.}\1е,гр:!\!111;10)1((1.расс}',11]1-р11вагт,сякак}|с-

сл с;\{}ва !!!{с 1 1ск{}'горо го бт*(:урка; гт': о!{1{о го про|-1сс с?]'

Р.ш{с оцнип* ,']"'.'"'* потця'гтт1! (:о1]рсмсг1г!.)Ёа матс;ьцатики яв]]я0тся

|1с'[{я,г]]с(;ра:<,га:яа.3,:.о1..:1т:вгп.;..;,)1ь}|0с1!о!шт1!с}(а!"с\1.1.1}1к14оказа'][ось

сре7цс).в0ь1адс1{в;|т}{с'гот.тгс,-бра.,'.сгтг:{11р}1р0д1ш,1хя;т.г*е;ти?{(росгакр:т-

сга'1]{ов,|!р0хо)кдс[ш4я11узь|рьковвоз.1\укансрсзшсф'гь'образов;тхтия

тре|[{и(! ,, *',_''|-|_,'''Ё.*'*, 
*б'"".''] (вк:лю'+ая' 1] час'г!{0с1'и' чело_

ве,теск:тй организшт). 49



[1рос'гс}|т;тая задача, приводяш{ая к появл('ча о }'ахо)кд€}]й|т гтплп.'' а^-. е}1ию это]'0 г1ог|ятия 
-

за,]ача о }'ахо)кде}!ии съ.ьтм., 
^:,'':--^ 

^ д:уаь;:с}'}'1[Ф это]'0 {тог|ятия --
{]ро|рсссии (платок 

""ж:::::коне 

ч1{о убьлва ющей й"'"]!},""*",;!1ро|рсссии (платок (срп гтнского).
1'ру:лгло себе гтредст;
!!{ук] п!а..ем'.".. о"},]:"' :-:"_р'*"!{ну}о 

экономику' }{е исполь_3у]о|цук] п!а'1'емат'ику. Фсновьг'.';;;;;ш 
_'лк0Ё9й]{ку' }{е исполь_

|{0ми!{еск!.'х 

''''" 
.{.'',.г р и1.!1^ -.-_ - 

)ско}"{ теорпи 
ре|пения эко-

|{0ми!{еск!.'х задач вхо1|я.г п и1/!]^,'^^-: -'|!!\0Р1 
[сорпи ре|пения эко-

в ьл бо ра в се чаще 
""'."#:::::': 

сР-ед ней п]коль]. 3 адачиоптима] ьноговьлбора все чаще вс1.о
г1*.".. ^ , ечак)тся на )кзаменах

]|,":;."' шримф задачи, взятой из книги <<йатематик а аби-гури-сн'л1э;[1 17.].

!!рш.шер 1,2. [1редттр|'|ят']'1е |!ро!.1зво;1ит тслевизорь| и яв.,ш{ется при-
{)1'!-]|ь1'!ь{м. !!4звесттто, чт0 при изго'гов.]{ени\-1 11тслевизоров в месяц

|):!сходь! {трс]{!]рият|{я на вь!|'!уск 0д110го тс]|евиз0ра составляк)т не мс-

40-50() !^ ^ 405001
||сс -- | 2|0_ !90 

--| 
''.ь1сяч ру0.,|си. а 11сна рсализации ка)к-

п|11 
!

з
.](()1'о 1-слевизора нс 11рсвосход]|т 5.40 _ :ла 'гь|сяч ру6;тей. Фпредслить

(')|(смссячнь:й цтбт,ем г!роизвс)/{с'гва, шри котором !у(ФЁ€] бьтть полрена
гсаг':боттьгшая в ]{а|{}!Ё'гх ус"цов1!ях т:рптбьт;ть.

,\агт:тая 33д3т1д я!]":]'1стся ттрс::стсй:т:ипт т!риь{сром :]адач г1а ог|тими*
'3{|11}.|}о, чт0 харак'гер{-{о для ;тюбс:й :)к0}{0}1ичсско}| сис'гспцьп. |{риведем

|)сш]ение 3'19[1 33;д3.ти, гтме:отл1сй .:: гобот пьггл ть!с в ь! водь].

Реа'стетуасс:. 0редт;;:с !.!з;|ср)кк}! !1роиз}]одс-|'ва. '1'.с. расхо]1ь| }1ре]111ри-

'\г\]{я 
|7а }.!:3]'01'овление 0]1ного 'ге'1св}'|зора, за..(а11ь!. (.тгедовате.гтьно,

]\,10;кно сос1'ави'гь фун кт ти ю по.'|нь| х 11здсржск :

с(')=40500'у2]8п']+о:оо 90гз].= {]11'' =''::**- ...
[8!000 г|80и, п2450

11остроим графттк эт'о!1 футткт1итт.

6'0,01': .

{|ршлаер |.]. [1а !00 руб;:е[! решсно ку.!1родаются *'аборами. н;йр ;. ;;;;;;;тить 
е,]о(|]]ьтх глщулшек. Фни

игр){лс1 -- 6 ру6;:ей. т:абор ,. эо ,.{|,#':"#;#"а;ж;,;':ких ттаборов н)дк!]0 ку]1и?'ь' чт'о6ьт бьшто ;игр ушт е к ? 3 а ггис ь; в ая й.'.',; 
'; 

;;;;; ;;';",ж;: ],""#'т*|ше 
с число

[', . о'

]л, }0^

/,, . ,.
/+.ч + ь.т; +9х-, -.= ]()9,

€'те.;{уст 01.вет{.|1'ь
з г,аче{{р1е,,,','*,',! ,,,:#:н:й
]!с]]}|ос рс]]|сЁ{ис.

[:о',

0

0,

0,

+ -}5_т, + 50л', = &'

каково на;тбольгпес натуральное
ланная систеп4а имест |]елочис-

[{о птсг:клло г!р!-/{с.|,{!вит.ь это ус.,]овис !{ так:

+ 6т, -г 9.т, = 161,;

+ 35"т, + -50'т. _=,> пах.

-/- -1----'--
/1

/1/!
\/\! / ;1/!!/ !

1/!1./ !

1/!!,/ !

\/ !:_#
о { ]5о !!

г. >

!'',1-
/т'>
.,*-=]'з'-

!+', 
,

|20х,

Р! т"оца н].1д}то, ч:
!'о г{рограмм'.,*"'*'!| 

['!}'| }!месп{ дело с простейштсй задачей линейно-
Ёщс один !-.ример::ачи' предлагав1ш е{тся абитуриентам эк0н0п{и-чсского фак1пьте.га й1-! им ;;;;;;;;;

':тятогцсй [1ек0торуо модель ре;шьн0ст!{. 
а в 1994 году и пРедстав-
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Ра;с.'' !{')

3аме'гим, что за](анн11я в }'с,']0в}{|| фулткгдия г[ол!{ь!х !{здерх{ск про-
изводства о'ща}кае'г факт сни>ке1|ия суммарнь1х издерт{ек при увели-
чс}1ии объсма производства. [сйстви'|'ельно' |1ри вь|пускс ме1{ее

5|



450'гс.лгсвизоров в ш

!|]() .г':,:сял.гам пу6пг'й':'":: ]]:1"'21(ки равнь! 360 тьтсячам рублей и
;:1,н]:#.:1т:::":у:^":у* '-Б ?,Ё"1;ж} ?т};|]а;],,дсм 

''сг|ерь 
,''''*/**, ,'....'-';::^" 

т,,у 1'с'''|свизоров в мссяц.
т:рибьл.:ди о.г к^п|,т'-^жгг/то_пРибьтль 

(в данном слу{ае 
- 

3ависимость

;:н' н: ";:#"ж:]1.':"::;::Ф;;' ;;ж;ж"#
540-:-п тьтсяч рублей, то во3можн ая прпбьтльне превосхо/(!.1т ве-

.]1ичинь1' равной

+ 540уа -360п, тт < 450
+ 540п _ (в |000 + 1 80л)' п> 458

,'.' 
,'',''я :тодобньте !{]1ень| и вь1делив полгть:й квадрат, !|о.]1)/чим'

Р(,) -('.' - *,), - с' (')= 
| ;;;;

Р (') - {этооо 
- {':'3(п- зоо)'

[ 
27000 * 0' 3(,,,, - ьоо),

()днако при вьтборе окончате,]1ь!{ого реа",1ьного отвста на вопрос'
!!()с'гав'{с!{!.!ьтг! в условии задачи, нсобходгтмо уч}|ть|ва'гь след},ю|цее:

|)()']!ь1шему объсму 11рои3водства соответст'вуе1'сни)1{ение цсн на рь]нке
!| увеличенис занятости населения. € другой сторонь{1 производство и

сбь:т мсньгшего количсства г!родук11[ти орг'ан|{зовать ,(егчс' но это ве-

,.1!с}г к )дие!{ьп]ени}о занятости. 1{ак видим' в этой задаче защагивается
:проблема применения обоснования конкрет}{ь1х ).г1равленческих ре-
::лений.

|![атематичсский анализ. Фбратимся к щадиц[|онному' идущему от
|(лассиков, определени1о сходятцейся числовой пос]!едовательности 

-
одному из фунламе}{'гштьнь{х опрсделе11ий крса вьтстцей математики.
[ [оследовате.]]ьность {'',\| , ' 

: \,2,3,...назь!вают сходяш(ейся к чис-

лу а, еслидля лпобого ч1{сла € > 0 гтайдстся такое чис'(ол = 1/(е), нто

\/п> /у| вь]полняется нсравенс'гво|',, _.,] *.. ()чевттдно. ч'го )то опре-

]{сление рав}{ос}|.||ь!|о слоду}о1]1е!\у: послсдовательность

\*,,\,, = 1,2,3,... !!азь|ваю']' сходяш{ейся к т{ислу а если ддя л:обого

з]{ачения парамстра р > 0 мно)кес1'во рет:телтт:й г{сравснства

|', - ,|< р от[{оситсльг1о псремен;:ой и ' |1рр|ни|\1атощей т:атральнь!е

значения' содержит п1но)кество 
",.да {л/, 1{' -г 1, }{' * 2, } . [о есть д.гтя

;ггобого !1Ф.г|6)к[1€,[Бг(о!'о з1{ачен|{я параме:1ра сред1{ ре|[.ен].т}"| соо'гвет-

ствующего }|сравенства должнь| содер)каться все нацра.гтьнь]е т{исла'

за исключением какого_то конеч1{ого их числа.
€огласно о!1ределет{и1о проверка того факта, что !тет(оторое число

яв.[|яется преде]1ом числовой пос]]едовательности' предп[|сь]вает у{е-
нику такой порядок действий:
. рс1ш||ть относитсльн() и неравснст'во |*,, 

_ ,|- р с параметром Р;

. г{ровсрить' имс}отся ли срсди всех ре1шений нераветтства все нату-

ральнь1е /? ||з некоторого промсх(угка вида ('[,, ; + *).

||огпяттте производной лт первообразттой к!унктлит: является в на-

стояп1ее время одн1,1п,1 {.!з во1тросов, вхо.ця1]1их |} с'гаг1дар1'образоваг:ия.

||роизводгтую г|римсня1о'г {1ри исс.]1сдова!тии г;рост'ейгл;их т<олебатель_

нь|х г{р0цессов.

Б динамттке пот:улят|:ай много 11р[!меров, ко!']1а из]\,!с1]е|'{ие числен-
нос'ги 1{осит ко_гтеба'г'ельт]ь11"{ характср. |[ростейтлая динамичсская мо-

дель системь! ((хищник' ?ксртва> опись!|]астся сист'смой дгтс!фсретт-

'п<450

' п2450
1|осщоипт щафик.

27000

Рцс' ] /

_ 1{:тк видно' максимально возмо)кное
27 000 тьтс. рублей' дост!{гается пр и "",";'::":;:", ;н:,ж#:у;
*##;ж;':"'-е 600'гслев'.'|* в месяц. |1ринешт .1ри вь!-
т.абсльнь;м. 

)визоров в день производство ста|{овится нерен-
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[{и€шьнь1х юавнений, зада]оцих
их популяций.

0братнуо связь ме)кду численг]остьк)

!,=(,_ 6т)х

|л = (... - 4) у' 
где х, у *_ с()0тветствсн!{о чис.',!енности жертв

эффициент {1ропорцион€}'}1ьности (" - ь 

';'::;' 
}"",'#";]'" ;]]"1";

.'" 
:,::-9'"ь1пе, 

чем большле популяц]1я овец'
йодель в значите.|]ь{{, .. 

_-']'|'^ч||л 9ь9ц'

1жает ре€ш]ь.'^," 
"д.^. 

].]. :':::]' 
ус'цовна и приб лизт'ттельна. }1о о}!а

ь"ж?;#:ж:::х:,.^:,,:-'.'';;;;;;;;;;:;:"1}::#.#.;кривь1м типа э./].ципсов (Рис' ]2).

т|:у:от бь;сщее' чем обрабатьтвае'1'ся статис'гттка. |1кээтоьту (измерить [[

!}|,|1{ислить) 
- 

это [{еправи,|ь1то г1('став.1]снная 1{с]1ь. Фттзгтка' к0нсчно'

'{с.]|икая 
наука' но ее [1део'|огический{ о|1ь]'|' }{е везде 1'о/1|]тоя д[\я !1одра-

)!(аг{ия' Бо,тес того, сама физика всс чаг|{е с'1'ш1к}1вастся с: проб;:емами
! | ового тиг|а' где точнь1е предсказа}{ия при}{11и п!1альн0 }! евозмо)кнь].

||'[ снова обратимся к экономике. Б 60-х годах пр01шлого века в

йосковской области проводи'!ись масш-ттабтпь{е мел[{0рат!,1вг|ь!с меро-

'!рияту|я' 
|{елью т(оторь|х бь:.:то осулел;гтс 'г:орфяньтх 6с:,'то'г. |1рг: :ттом

![рсдставлялось' что булет :ло;:унсно деш|евос то|1л{.|во, которос сбере-
)1(ст расходь] как государства' так 11 граждан. -[ак и т|р0изош1.'|о' однак0
из-за развит'|я сети ав'!'одорог в ра}{се'трудн0]-(0с'[у:лгтьпх райо:{ах из-

мени]!ась структура экосистемь1 ||о]{московья' |{а||а.,||4ст' ]!есЁ{ь|е по_

)карьт !бьттки от 11ожаров сравн1.пмь| с потгунснт:ой :экоттомией.

8 последнее время рассматривается вар[|а1{т за6олачивания ранее осу-
||тсннь!х терргтторий.

Аналгдтическая геомел'рия. [1ссле/{ован|{с {1оведег|ия квадрат1{ч-

ной фртктли " / (") = ах' -| 6х + с, ст '+ 0 явпяется ва:кттет]1тши1\1 р?шдедом

в к)'рсе математ}.|ки |школь!. 1{валра'гньтй трехчлен' |10 сути, представ-

ляет собой чугь ли не единственнук: (кроште .ттинет"т:лой функшии), зато
1{очти идеш1ьнуо модель о':'работки п{ногих ме'го;-{ов реш]ения зада!{ с
параметра]\{и' и' крош{е'го!'о' разд0.'] .)']!е|\,тс|!1'арной матсма1'ик|{, яснос

т|онимание к0торого необходимо 11ри !{зучен?|и курса вьтсш:ей ]!1а'|'еп1а-

тикг:. |!ривсдсм следугощий приплер.

!!рш+оер ]].3. |1айдите все значе}{ия ||араметра.'' 1'1ри !(а)|{]1ом из ко-

торь1х су!цествует оди}{ствс|!ная г!ара нисел (.т ' у) . у';тов.гтс1'воря}ощая

уравнени;о ,ьт'+ (3а+2):-'+4ах'у-2ах+ (+ _са).т,д2 =0.

!ангтая задача' по своей сути' ест'ь за.'1ача о1]ре.цсления вр]да кри-
вой второго порядка, 3адаваемо'"{ при ка)кдом конкрстЁ{о\{ значе11ии

11араметра )тав}1ен!{ем. Фбтцлд*1 в!|д }?авне}тия кринс':й !}'|'с)р01'о п0рядка

на плоскости с1''х" +2а,'ху+021у' +2гт'.-г !2(.'.]|: (!,:' |,} . ко'п'орос в

зависиь4ост}1 от з{!ач0нттт! параштетрс)в п{0)кст :}!-|д:_1}}|{1',(, .)|{ |]\'х':!{()сть' эл-

ли|1с' ги.!ерболу, пару прямь{х - пс|)ес|:}(а;о].) |'![хг'{. ]'1!!!1-}-'-]:{--1).]}1'];( 1|.]!|'|

/

|

/

Рссс. ] 2
|1а практике .:,а;

ж'#ж:ж,""ж;|;? ж ж;:;:;и;; ::;н : ж]
#:ж*,'ж*щ-};:'#:жт#'ж;у;:1;;"н;
будет д{вттга.г! ся {]0 

ос:1'ь во.]]!(()|] в 1'очкс 0. €т:стс:пта ,,;;;;; в Б тц

чится 3то ужс ;(Ё:ц.'Ёжн*ж,ж*::|н*;н*
;ж#:;,:#:ф"зьг. Бь:бор ;";;;; 

" 
отстре ]]а' оказьтва с ! ся' су-

-" ;нж|:;#ъ:жн|)]|], "',,",," е]{1}а ли :{слссообраз-
6иология * ;;;}ж;::}":':ж : # 

.!о"'1очк:.м {{ока3ь|ва}от' ч''о
лионь1 

'"' 
.,р'д"Ё'*ива|отся своих орбит ;]':^:"'"сть!' 

!(оторь{с мил-
на ме]1очи. сист!ма 

";;;;";;. 
:]]1]_11_ 

] ш все 
_(цьт1п,{т) и реа].ируст

54 
1остоя{{1!о псрестрат.{вает.ся. (с)эфф',д'"','", 

др"й-

совпада}ощих' 'гочку и.]|11 г{устое ш{!!ожсс'гв(.}. 
'[а+; 

:':::

следует, что 1{ас булуг итгтерссова1'ь так}|е з1{;|!{с!!||}!

которь{х да}{г{ое }рав н ен}! с бул ет залавать'|'()1]ку.

'/..'-1{)811я 3а]1ач1!

|] ;!р:.1&1с'т'ра' г}р!'1



$ 2" Бопрос''[ кл'|сс|[фикаг|ил.л 1*1[д1п1 с {!арап[е-грами
и рр{е1одов ]|х ре(шег|ия

2. !. (рпс.:.епгат.иза!-(|!'| задач с т|араметрам!|
]д'ца'тт': с па})а.'{от!];1ми к.тб1'тазут<;',' :1!}!р0к()с &1Ё!о;'1{ес'гв(), в ко1'0!1о\1' 0д-!!ак0' \10'кг!о вь1-|!с]-пи'!'], ()1(]]0р('(нь{с \час'гк.т' €}тцсств_!с.; \,!${01.0 кр|.{'.ср!{-гв} !10 {(()11 )г1''.и 1{о)к| {() т1()г.ьгга1 ься ()гг('г 

";ц;1'''',,,,,р{ 
}{]а.1'1, -т.г"т .;адачт.т' 

{ [::-!|1){1\!ср' с}.!(:гс:г:1;т, !}рс/{':!,},](('л г-][*.:(\,'о!',1'.,1{} {']!![,,,-'|.'|..''].1тцгт+ц.т" 11р11цс.,,;д(:т1;!!ц)

'{ 
|{||,|,]"']'','''\"-'" 

''1!]!1 '1т \!.!'(_'1|;|:'!ь:| ('?:}!!!\!! ';|''}",!||.{ ,+г';:-::гс[:'. 
[.-1!}|. :"рпвлтсгг;г(-1] {"){},ц(]п;!:..1|']е.-: 

с},|!т.{1,{ ]1:)г'а!]1:{_]1'р.
) \;р'11';1;ц11:1:' с . .|..\ \!(, !; |,.(\;(.|г|\|{'
3' }1.та в г:с- г тл]с 0'; !}(-']\[ ]] ) (а 

!та}{ с.гра\{ !.!.

.г[. ]-{о!]а !!!..1сз,!. чзо ;с;тассис])!{к[_}!{}.{'! з;1да!{ ]\,10)кет оказ{11.ься г{г)'цс}3-тто!-т :гри ре||}е!'';}|, !!оско'!]ьк\/ ((х()р{).{т,|я :с;тас:с:лг|ттткашия т!рс,цг}0,т{1гает
раз;)1о'{';]{ис ',.|''1ач 1'0|{11\! т;(!11;111.111, |']о |.:!]\.{ ':.итт ;л]тс>б,:;сь;но}| си.;'уа;::.:и{|рс,1о1|рс,;;с.['|!).1 [{с !

}{).}'.{. {(:::;;гг,,,, 

':]}1]],];:;]';'#,11,.',,х()/(|11.]> 
к 1}(!про']у к'л:ассиг[;гтка-{1!{|'1 ]а'11ач !!(} с']|0)'}{}|(}с1'!{ {'| з:|1]!'!{[{,\!()(]'|'!] ц;'!'|!{1с]!11 |(()]\{]1с}{|с1{]'0!!. я1].]{я!о_!{(ихся |1сиз|]с]с1.||!'|ь,|и 

'{ 
!'р!{л;1|()ш(}!м!,| €14'|.1:111111,' ,'1'!.,о'',-*,',,,| *,''*'{:.'.}] сго к.,тасс:т':фтгкагтгттл |]ь|][с-пя|().гся чс!ь1рс г|1г'а за/(а|| (;:1-,об';лсптттьг>; си-гуат{гтг"г). с'га{{''{ар.г{|ь!с .|:1д:1.1|.{. обунатогт1ис :|а]{ач|.{, 1]о'|сковь!е зада|1]1 р1: лро6лсптньтс ],!]{а!|!'1.

14сх'о;\я из ](а({''0!'0 }{м о|{ре/(сло]'{{{я с001}]с'1.с.|.ву{)]!1!|х 1'и.10в' за,ца_|{|! с !1ар!11!{с||;:!\!1' (}|1[(]'(;я'| (;я 1( 1!о|{ск()вь!п! ]за]1ача]!1' !] ко.{.(1рь|х ::'а:{а}{ь!|{! \()/1!ь!с :].!']!!|''|' !: ! 1{}! {?|!.,.,]с|].| {]с'|ь рс|]|сн|л-ят. {);1тлакс:, |.,ак !| |} ,,'11,у! ]'хс]|у|{а'!-(' к! !;}сс и 4)ик;1| (! | я Ё{()си1. в неврсш1е! г|}',, * *11'*, 
"1',1{.;тя ис:с-пс,:*0ва!!и}{ п1ь! }]|{().л!.!с м())ксь{ обойт.ись ,{сс1(().|!1,{(!-{м!{ с?|(:-] с[1 а'г|{]иру|()!1{};м и | 1р! ! з. | {! кц]\|'.{. г!0 ..|(}д|а|'||.1

!.,:|{)ж]т0с|.[{. '[ц 1(ц1а|{|'{к', {]о 1'сп1с' !!() м|с1'0/{у !{ {}о

\ !т1!']{|Б |.{ '!'с ;1о!|усти\1ь|с :]!{ачсн|'|'{ г|арамс'|т'ов. при которь|х за]{ача

1лс':::к.:пги[| }1с и1\1сс1'' 1!р0!]ссти к.пассг:фика{{1{ю со|}0ку|{}{ос'г[.{ всех
,|;|(: |'|:ь!х в'!/{ов рс{пений ,{агтной за]{ачи.

(.'-',1едуе']' о'гмс'г1!ть, т{то да1!!|а' (;оршту:тт;1лс>:}ка !1е ш{о)кс1' счи-
(:{'! {,ся !{0лно!1''т.к. су{!1сс1'в\'ет с)!_})Ф:\':11ь!!;| к-|.}сс ]||/'|;1!]' }] |(01'ор|,]х

()!'с}тс'!'вуе'| \]слов{.1с 0{1редслс[!ия вида рс:г:лсгти[|, а !|ш]и!'сствуе']-.

||;!!|ример, 011рс,(с"це|{ие ко.]1}.!чсст'ва рсштспий' со01'встств!{}1 мехцу
|)с!!-!ен''1ями и т'.д. Фбьтчгто эт!1 :]ада|{!.1 относят |(0 в'|'орому классу'
.]) 3адат{'{' }{ач}{}]а]о|т{!.{сся с ус.]|ов,.тя <<най'гт':> гг-тг:: <ттайдит'с>.

!с.;.;ствис (на,"11'!4 или най!]1рг':е) ча{!{с {]сс1 0 03|]|{!{{1€'|,:11'9 нух(Ё!о
(у !'ь!ска'1!, какг.:с-.:ггтбо \,1({0'(сс'{в.1 ос:о6ьгх зггачстлг.:Ё! т|арамс'гров' 0'1ъ

!|счак)ш11{-х ус'!0в!{!о '}1|'!ач!{ }' с(}']сс}1 }'е(}|;я']а1'с.|{ь||0, а ({а{!1с в(:01'о !|

1{с }!у)'|{!!о.01 ь{с!(ивать сами р(]!1сг1}!я, геп1 бо':сс ,т|'0']ачас'гу1{)')'го и

!|св0']1\{ох{!-{о. {а1':акгсрнь1п,| |!р||з]]акошт :тод<:т6г::,!х за/{а!! являс1тся

] каз;11(ис ,ц()т!0_|(н!('гс.!|ьггсэго сво{?с'т'ва рс[|!с|{!.{я ']{.!7{ачи. {{х кол|.1!{есг_

в:т. свойств огра}|иченност'и !{ 'г.д. [!аглр:лмер, <хлаг!дтттс всс значс-
!|!.1я г!арамс'ща. г(рт.} кцж.]1ом из ко'горьтх 3ада1!а [.]\4сст сдинственнос

ре|[|сн!!с' два раз]1}{чнь|х ре|]]е||ия, 1{с имеет'ре!]]с]1ия' и 'г.д. ()дна-

1(о |1р!.1вь1.{ка (рс|1!!!1'ь) задачи т]р|1во/ц{т к т0]!1у. ч1о в ря,це сл)чаев
\[1аш{иеся !|{|]!т в про{.1ессе рс1ше1!ия совсс|!{ нс то, что трсбуст'ся по
\,слови!о за'1ат{!{.

(огтсягло, провес'!'и чс1'кук) границу 1\{с)1(.г{у з;}дат]ап'{11 раз|-1ь{х
'ги1|ов !1с 1]рос'1о. ['|:зьтенсглргсм фс':1зму.ггиро;зк[.{ ус]]о!]ия час'го \,|ох(11о

11еровсс'ги задачу ,.|]] 0д|]01'о']'|1!|а в ;пругой.
3а/дачи, 1{ач[|}|аю11[1.{еся усл0висш{ (ре(||!('ге и.,!и ре11]||ть))' чисто

рс:ф;лскторь:о вьтзь!вают у уча11(!-!хся <эфс|:ект уз1(аван[1я)) и ка)кугся
мс}1сс (с1'ра1ш}{ь|мтт>. !бучатто|!!}т0 и развиг]аю]{1\,-!о ро.!|ь эт'их за-

]1ач 1'ру]1}]о п(]ре0цени]'ь' (|ерез !'их в |}ср!]ую очере,ць 1!р0!.!сх0ди1'

прг':обрстен1}е }'| в:]а!1[,1о/{сйс'|'вис Р|1з-|ич11ь}х ['!с']'о;{0в реш:сния. ]{.;гя

нас ва)кна с(це о,1||а особсннсэсть за](а!| с ус.]|ов!{с[{ (рсш|!|тс>: дш1я

бо.:тьшттцглстг]а 1.|'] 1(!.;х ]\{0)(}|о {(рс/1.]{ожить !1ску|о |}с0ьма обтцую
схсп{у ре11]ения' схсму |то1т|-!(а реп{е!{;{я (.гт'о ваи<гтее). мс'г0]{ику

о6учсттия э1'о]у1у 1|о].|ску [| 11скотс)рь1е с}орп'тшь:с!,!е !!ризна1(!|' |]о ко-
т0рь!]\4 ш{о)к1{о о|1с!{|{вать уровснь сло)к}{ос'1'и э1'!1х за]1ач. Фбразно
1'оворя' зада|\|| с условие|!{ ((ре(1!и'гс)) ,!у{{[!е под{а}отся [{етодичс-
ской обрабо1(т-', !1 !1&1€Ё]{0 их чаш{е все!'о вь][1иратот в ка!|сс'тве ос-
|{овт{ого 'тигла унебт;ь!х за/]а!{. |)то, консвн0, г|е оз[{ачас1'' что зада_

ч|' /1р}тих тр|поз :;з \чсбного |1рот|ссса 1(ск']!к)ча!отся' ?опт бк-т;лес

|. с{ ]с:: .]а/{!!|1!!1о/; 
}[.}!1.| 1.;1., 1|()( 1ё!.10].}!{();:

н0 раз](сл!.!1,ь с,[с/]ую{1{};пг образоьт:
]а,{"|\]'{ с !].!|).!л!с !.|)а,\''] \]()ж_

1) за71{;'1(1!.1, на|!и}|ато
]] сос.тд.вс:-т.с'г.*,'',, 

'""'"''" 

ус]1овисп{ ({рс!д1'|'гь)} {1':'{['1 кт[)с0{11'!€>;'
; 1!ос'гаг{(., вко й ус ; ; с.>в гтя, 3;|. {а { ! 1 1с .( 

р(')] }''11.1, 1];1,|{а-ч)/ с гтара[{с1'рам}|)) [,1[}'к!{о сфс;рьту.пттрс-:в:11.ь ('.||сдуют:]птлт обрэазом:|]Ё1!!и1-ь 3'1]13чу с] !!ара\{(]'[|).|}'.'| '_ )'г() з|!а!}1']: )/}(,:]лв ,.)б,{ас'|ь ,,10_{!уст!.1п'ь|х злтачснгт.:] 1|араь'сгров, н;::1 г:т всс ." 
"'*]," ;;;,; -,"соо]'вс1'с1'вуо{!.{их 0б,[л|''т 

'{х !\о!!у,стцп1ь|х 3}{ачс{п4р-| пара}{етов,
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э-

что :]а.]ас1'у{0 з.]д{}ч}!' нач!{{'ающ}{еся ус.]]0виом <<рс!||ито)), требуютгораз'||о 6о,;ьлтс '1ру!!,а и в.|{1ма1'с"г{ьн';', -*;;;;*]". 
""'-"' '

2' |{',г;тссифт,ка|{|'{я задач ]1о 
'емс 

]{осит висто щебньтй характер.

:ж:# 
вх0;цщих в |1рограмп'{)'!п|(ольного крса, достаточно тра-

1 ),1инейнос ура1]1! е1{ие и ;ттттлейная фун'тди,.
2) (вадратн0с 

)рав}{с1{ие }{ |{вадратичная 
фуг+кт]ия.3) й*тот.онлснл,:' |{е"ггьтс 1р"'г,"'", , ,',

!'!и}-1 
'{ 

нер|1вен0..']. 
-1у'!ц!9 )уцб!1!пця и 1|ераве!{ства' системь| шавне-

1 
'! 

|!мсстс с методом ее ре1шения. 1ако:1 подход правомерен для задач
,:::с':о учебгтого шовня' в которь!х предлагаемь;й метод или очевидно
(''](!|||ствсн' !1ли явно предпочтительнее друг]{х' Р1етодьт бьтватот об-
!!!!|с и частнь]е' аттге6раинеск}{с и геометрические. 3то самая общая
к ::;тссггфикат{ия мот0дов ре1ле1{ия.

[-{а нап: взгляд' педагогическ}{ певерно давать задачу с трсбовани-
сп{ |')еш1}{ть ее имен!{о 1'аким способом, если воз\{о)кен иной' болсе ко-

|)()'гк}']й и красивьтт! и не оче}{ь 3амаск|.[рованньтй спосс;б се регшеттия.
1!рг.:ведем следующий пример. 3 <<1ребованиях по ма'гемат'ической
!!()/[готовке)> [93] сказат{о, что учащиеся долж}!ь| уметь решать задачи
((|(?! .!{в[!)кен}{е>> },1ето/{о|\,1 состав'|с}1|.{я уравнсний и 

'{х 
систем. Фднако

(!о.:гь:шое 11''с]!0 {{од0бнь|х задач [10гу' бь;ть ре1ше|-{ь| мето]{ом, ис11оль_
'])/{{)|!1|.'гт{ ![р}1{]''с]чение графика равнош1ер}1о1'о двих{с1{1{я, '1'.е. г:острое-
!!!.|с]ь1 1'ра(р|.1ков линс[.1:тьтх (;утткш+т|!. [1оэ'гошту буАст' ттсвер[|ь!м счи1'а'1'ь

с,ц!{нствс[{но воз1!1ожнь|ш1 !це'г0]{, |1р!{всденньтг! в <1'рсбова|]}{ях}).

4. 1'еглерь г|ереход!{м к ттроблеште к;тассификац,[{{ задач 1'!о сложно_
с'гт'л. |!срвьтй уровегть традицио!]но обьтчно составля}от 1'ак назь|вае-
ь!ь(с ((э.,|сме|{тар[{ь1е> (реп1тодуктттвгтьте) за/]ачи, име10ш1ие ре1шения'
()]|!|ра[о1|1иеся на (э"'!с\1ен'г.1р!{ь]е) а.'|горитмь]' приш1еняемь1е /1.т1я ре_
|!]с.г{и'| задач без !|араме'!ров' так |{а:][)|вас\.1ь|с (э.]|е\,1€н'гар}{ь1е) 3а;1ач1{.

,с<?]:еп,:стттарнь!с)) задач!{ сост|}в.]!я|о'г пода!]ля10!!{с,с бо.:гьгциг;ств(_) за/(а1|.

! 1рс/(.'!агас\{ьтх в 1неб *т шках |то матс\|.!'!'[{кс.

8'горой уровснь _- <<базогзь:е' 1.1л[{ ((ог1орнь]е) задачи' к/|ело в том,
1{'го р{ен1|е реш{ать зада!{и во п.1ног'0м зависит от з|{а{]}{я достаточного
кол}!чес1ва фактов ].1 тсорем' в бо.тльлшинстве своем }{е содер)кащихся в

утсбттике' от з}:акомства с нскоторь1ми част1{ь]ми пр1{ема[{и, о кото-

рьтх труд}1о догадаться самостояте]]ьно>. |{оявление пр1{нципиш!ьно
}]овьтх 3!:;13т1 -- явле}{ие дос'гагочно рс]{кое' обьт,тно задач|7 яв.}1я}отся

комбинаг1исй известггьлх фактов и реш|а}о1'ся извсстнь{м[1 
'1р[1емами.8о'г э:'и фа;<тьл и 1{р1{е|'{ь1 &10|'у'г бьгть ввс,]снь1 чсрез сисгсму базовьтх

з;1да!{. 3ада.1ц вт0рого уров!]я с]!ожносг|4 т.|л'|юс1}!{ру|о'г опре/.[еле1{-

ттьтй гтрт.:спт рсш|ения, причем 1)та п.]|.цюст'рат.1ия долж!1а бьггь очень яс_

*дой :т не содержать 110сторон}{их примесей. к3а:дачу-ь1стод надо за-

г]0}1!|и1'ь вместе с ро1ше}1ием. (ак показь!вает 11рак'гика' количсство
о11ор[{ь|х :]адач' н\}кнь!х хоро!.шему ученику' вовсе нс так велико' ка1(

это может ||ок;+заться. Бссго за вреп,|я обунсгтия сп.{у в]10]тне дос1аточ-
!{о накопить нескодько десятков опорнь{х задач. |[овьпштение }ровня
матст\,|атичсско}"! {1одготовки [|;ко.]!ьника требует и увеличения числа

4) 2{робно-ра|!и()наль|!ь1с урав}{сн! я
л"лет-тит] 

'! 
!{ераве}!с,}в.

и неравенства' систсмь{ )Фав_

г!р'{}.{ененис.

'5 ) 1'1ррацглона.,{ьЁ{ ь!е урав!1е}{ия и нера ве!! ства' систсмь{ рав:тенит!и |.|еравенс1.в.

6) [1оказат'с-)|ь{{!,{с }равнс.!}{'{ и |{сравс},с.гва, системь] равнений инеравенс.!в.

7) )!о:'арис},ш4'!|{сс|(||с 
урав}]сн[|}! и 1!сравс]{с1.ва, сис1'емьп равненийи !|сраве1{с''}]'

8) '[ритот.омс'||)'{(1сс!(}'1с 
урав|'('|!|!]'| и !]сра!,с!'с;}]0' с|,|стемь| рав_нсний и 1{ера|]ег|с.|.{].

9) 0пясг:тангть(с урав1.|с1!,-{ я и 1{ераве}{с.].ва) сист()м ь] равненглй и не-равс[|ств.
[0) [!ро:;звод!{ь{с э.,1еп.{е|{тарп|'х с!т:ткций тт их
1 1) 0тожст,г:},1е за]{ат]и
1 2) 1-соштстри|{сск[|.] 

'а.!{ат{]{.[{о]{ геомеф|.чсски[.{4 :]адачами мь] имеем в втт/{} такие задачи к}рсагеомо"трии, в !'(р0{{сссс ре{шсния которьтх прг|ходится проводить исс'{едо-ван!{е г{олучс1]!{ь]х ре:]у,|ь.га'гов как с}уткций ***'.'-,'Ё' й";;;"3аметипл, н'го разбт;сн!!с :]а/1.1т| ,'' 'г"*'',, носит' в основном' !]р]|-близитс:тьнь|'"| характер' ']'ак 1(ак |1осле проведения нско.г0рь{х лтреоб-
ра:зовахтий реш]ен1гс задачи обьдчг:о ',''!''" к реш|с|{и}о алгебраине-ских урав1|еглгт1!' ттсравс}{с'!'в с'|'с!1е!.]и |{е вь]|пе второв1 

'.|')7и 
у|х с].1сте1!{

'!ли 
совокуплпостей,'тто обус.:гов.]|.!!вает |{х

да'цьгте:!; : тттх 11с с л с )1ов а 1|ий Б шл егл ь шт", -"# ;т;::ж:,,ж}жбьтть отнессно |( рс1псг{}1|о 'григо1{ометрических 
уравнегтий и нера-вснств и3-3а спсц!:с!::,геского свойст'ва

тригон0мс1р,.{чсск,,'п4 футткцрляпц. 
!териодичг'ости' присуцег0

3. 1{лассис!г||{а|1ия по п,|етоду рс11-|с!]1{я также носи,г ре6нь:й ха_рактер. 8собсн:;осз.ь з,]1сс|' с()с'!.оит в т0]!{' ч.го 3адача к.тасстафиц;ару91'
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опорньтх зада1{' входящ!.]х в его арсенал)[130|. Б частности, к <<базо-

вь1м)) задачам нуя{но булет отнести задачи, связан!|ь|с' напри1\{ер, с

су|{сствованием кор!{ей квадратного трехчлена' !|х взаимнь!м отно-

!ценисм' располо)кснием корней на чис.:товой прямой и т.п. задачи.
?рстий уровень -- так 1{азь1васмт'е творческие или (нестандарт-

}{ь|е) задачи' опира|о1!{}{еся ]{а иде|1 и 1\{етодь{, !]родставлен}1ь]е в !1ер-

вь|х двух )фовнях' а также собственньте теорстические находки уча-
1цсгося. Регшение творческих задач -- исследоватсльский процесс'

щебутоший проведения анал\1за услов1-{я представленгтой задачи, вь[-

члс1]ения идей, лежа:цих в ос[{ове этого условия, разло}кения условия
на подзадачи' состав]!ения плана ре1шения и, наконсц' р9ализа1{ии это_

го плана. йпценно творческие задачи являются модо.}тями дсйстви-
тель}{ьтх научно-исследовательских задач' с которь]ь1и, впо.,|не во3-

мо)кно' у{аш1имся прсдс1'оит встрст}{ться в дальт:ейтшем.

Разбисгтис 3а/1ач |{а '|'ри уровг{я сложност}{ тради{{ио1{1]о д.}!я |!о-

давляюш{е]'0 числа зада!{|!иков. |1р::нспл такому разбисгтихо подверга-
ю'гся |]е только за.'{ачи с ||ар[]мс1'ра]\,!и, }]() и лгобьгс другие.

(::сдус'т, однако, отмети1'ь сле][ую!цсс.
1. (ло>кность тойт или итлой за1\ачи имсст смь!сл '!'о;{ько относи-

тельно субъективного о1]ь1та че]]овека или людет}, ре1]]а}от!1их ее.

2. <3лементарнь{е) (.репродщтт:внь;о) и творческие задачи отли-
ча}отся только по отно1шению к реш_|ател}о.

€уь про'г:твопос'гавления состо!гг в том' что для (элементарнь!х>

задач суцествуют дост}т1нь{е рс1шатощему !{х готовь1с методь] ил\1 ал-

горитт|{ь! ре1пения' веду]{ие к правильному ответу. Б слутае творче-
ских !'1ли (нестандартнь!х) задач эти 1\{етодь| отс}тств).}от или неиз-
вестнь| ре1шател}о (нто ваше всего вотрсчается в процессе обунеттия).

1аким образом, мь| г{остулируем следующее.
(аждая задат{а' рсш1асмая впервь|е, это творческая задача. Ёе име-

ет никакой |{ринципиальной разнишь| в том, какова ее дсйствите]1ьная
сло)кность в процессе общсния.

€лохсность л:обот"т задач|1 можст бьтть ог{сьлсна то.,1ько во времени.

?ак назьтваемь|е ((элемен'{'арнь{е задачи) в процсссе накопления }ъ{е-
нит? и методов ре1шения переходят из разря]{а творческих задач снача-
ла в разря/( унсбных и||и от1орнь1х. 3атем с тсче1{ием времени некото-

рь!е и3 1{!1х, такие, !(ак' наг]ример, зада{{а реш]ения литтейтного илрп

квадратн0го )?авне}!}1я с пос'гоянньлмт.т коэффгт|[иснтами' переходят в

разряд утсбньтх дсйствий.
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<<()тандартность) или (нестандартн0сть)) задачи определястся ко-

!!!!!!сс.гвом уст;лий:, затраченнь1х на оть]скание прей ее рсгшения- }1о

|\:т!( '|'олько найден такой прь, (нсста|{дартность)) задач1-{ исчсзает'

2.2. Ёекоторь|с мстодь[ ре[шег|ия задач с парап{етрами

|[срсйдем теперь к с|{степ{ат11зац1'|и методов рс1пения задач с г1а-

|)1|[{страми. Ё1а натп взгляд' в основе любой тиатематичсской задачи

;:сх<ат сво;?ства какой-либо функшии и'\и каких_либо фркций' вхо-

,(я1цих в условие.
€реди методов ре1пе1{ия задач с параметрами обьтчно вь1деля1от

с,!сдующие:
1 . Аналитический метод'

2. Фугткттиональттьтй метод'

3. [рафинсский метод.

4' йетод 3аме||ь|.

5. йетод }азменения ролей персьленнь1х'

6. Р{етод псрехода от общего к частному'

7. }у1етод свободньпх ассоциаций'

8. \4етод <обратного хода)'

9. (омбинированнь!е методь1'

[[ривеАег:нь|е методь]' конечно' не исчорг1ь1ва}от все !1но)кество

методов рс1ше|{ия задач с параш1етра\{и' о/{!1ако являются наиболее

упо'гребительнь1ми и часто исг{оль3уемь{ми'

Аналитичоский штетод является не только самостоятельнь|м мето_

дом реш1е1{ия задач' но р: обязательной составной частью всех остш1ь-

нь1х методов. Фсновной часть}о аналит1'|ческого метода ре1пения задач

является метод эквивалентг{ь1х или равт{осильньтх преобразованид]т'

|[редлагаемь;р1 подход к рец{ени1о равнений и неравенств с !1арамет-

рами'ихсистем!{лисовоку1тностейоснованназа1\{енеодногома'гема-
тического вь!ска3ь|вания др}тим равносильнь1м матсматическим вь!_

сказь{ванием. 3адача рассмаФивается как некоторое логическое

вь1сказь1вание, область ист!!нност}| которого прсдстоит установить в

рсзуль'гате его расст\'!отрен['[я' ||ри этом исходное условие рядом рав-

,'.',,,,",*шреобразованттйттлипреобразоват'тт,тй-следствийприволгпт-
ся к совок)'г{ности простей:ттих логических угверждений' истинность

или ложность которь1х считается установленной'
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3 аналитическом методе ре11|ения за,{ач чаще вссго используется
прием дроблсния - разделение услов1.{я зад1ачи на совокупность бо-
.|]се прость|х устловтай. [ак, ус.тловие за.,{ач1|, содержа1цее вь{ражения'
стоящсе под знакамр! {\,1о]{уля, обьлчгто раздс.,!ягот на совокупность бо-
]|се [г!рость1х ус.1|ов}{[".1' гте содер)(ат]1их }.|о'{уль.

Фун кшиона;:ьньпй [|0т0]1 рс!шен ця зада ч с |! ара]!!етрам}!

Функшлтона.ць::ьтЁ! \{стод ре!шсния за]{а1! с !{ара},1с'фам[1 яв,цяс'гся

сост;авной ча'стью и сстсствс|!нь]\,1 ра3в|!1'исшт (,;:,ъкг1ттот:а;;ьгто}{ ]1инии

обунсния {\{а1'сматикс. йожгто }}ь!,{ели1'ь свойства с!ункгтий, наибо.;тсс

ч11сто }{с|1о]|ьзуемь1с пр}-1 ре1]}сп]1и за,(ач. |}ст_::орвьтх, ко!{с1{!.1о' кус0ч-
ная 1\{Ф}1Ф]9Ёт1Ф€]}, бо-чьгшигтс'гвп а.гтт'сбр;:иь|€0(!{)( и элсп{е!!1'арнь1х

трансцендс}!тньтх (;щкшг:'л]!, гзо'в':'орт)!х' с]](-)}"{с']'ва чс1'}|ост|'! || нс1(с1'({о-

ст}]' |{ер1]о;{и!т1{ость (;уткт;гт:п, !з-трс1'},1.!х. свойства огра}{ичен1{ости об-
ласти ()прсделс]||ия |{]||,| об.]|11с'г|! '}|!а[!с!{!|я (,:ут:к:ти;,т. !3 слуас {{еявного

зада||'1я ф1ик;'тттг: ис!!о:1ьз_у!0'гся свс'тйс':'ва с|.!п,'п.|с1'р{{}| графит<а соотвс1'_

с'гв{.{я о1'!!оср{1'с]!ь!!0 ,.эссй кс:с;р]\л!!![}г !1]{!] 1|:[!|:!''|!| к()()рд!.1|1;}1' и 'г.д' [{а:т-

бо.::се 'тас'1() |1ри ре1]!ег{'1и за.|1ач э'!'!|м ]\{с1'021(()ш,| !!р|.1ш{с||'!|()'{ся п4е'годь|

матеп,!ат!|чсского ана.]]иза: (!с!{о]1ь']ов11|(!|с 1|о!|рср|,{внос]'[|, 1ц.14)(рерсн-

ц}{руемости' м0|1от'о{1}|ос1'|.!. ус'1'а|'ав';тг:васп:ой с г{о\то|1{ь}о 'гсх )ке ме-
тодов.

|-рафинескийп птст'од рец|ения задач с 
'|арап{страп|и

1{ак бьпто Р{с сказа|{о, ;т;обая зада1{а с 11ара[,1с1рами есть задача
как мин|-{ш1ум с ]{вуь{я ||срсь{е]{нь{ми - аргуп1е!]1'ом и (1араш1стром.

€.г:сдова'гельно' ре11]енис 3адачи -- у1орядочснньт:! ттабор их з1{аче-

нир"{' мо)!(с'1'рассмащр{ват'ься 1{ак коор.||{{г{!1'гь! 'гочки |{ско'г0рого евкли-

дова |1рос'{раг!с'гва. 0 частллости' }'!ег1устос уравнс||ис о'|'|1оситсльно

одной :тсремснной с одни]!1 !|араш|стро]\{ задаст !!.1 !1.]{ос|(ос'ги нското-

ру}о ли!|и]о, !]сравс!!с'гво 0'гг{0с[ттс';тьт;с: одной ::срсьтст;глой 1.{ одн'!м
параметром -- }текоторь1с област'!1 коор.|1и[{атг{ой :глоскости. )/равнс-
н|.1с относитсльно двух персме}{нь]х и о.г{{|ишш{ г|арап1с']'ром задает неко-
тор}.то поверхность в пространстве' неравс!{ство _ соответству}ощис
област!.| г]ростра}|ства. (оорлин:т'гно-щафинестсий пте'год представляет
искомь1е ре1!тег{ия в в}{]{е т'сомстр1{чсского ш1еста'гочек }!а коорд|.|нат-

лпой плоскости, где в качсстве одной |'з координат вь1ступает |1ара-

мещ' а в качестве лругой - 
искомая 11еремс!{ная. Решлегттте задачи в
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йетод зап{ень[

йетод замень1 закл!очается в формулиров1(е исходного усл0вия

{;|/(ачи в терминах новь|х пере}'|еннь}х> су|{сственно }т!роща}о(11р{х

.,,).),..."ре11]ения.9ашевсегометодзамень]ис11о]1ь3устсят1р},[рс11}е-
!!||!| тригономе1'ричсских уравнентдйт или {{ераве1{ств' Фн позволтяет

.',,,',']' их к алгебра1]ческиь'[ уравнения\1 и нср;1вс!{с'гвам' а'1!1](и1] ко-

!()рь|х нс в пр['11\{ср |1роц{е' Фднако су1цеству!от а':тгобр:титсс:1(иЁ за;13-

,!и, ре11|енис ^','р,'* 
станови'гся более прость1м 1"!0с]1е |1о]|\^{е!{]'!я их

| ригонометрического эквивален'га'

)!()|\'| с.'1учае рассматривается
!!у!()1|[ей иском0й переменной'

:::/(::ваемой условием'

как значение коор'п'{нать1, соответст-

{{ринадлежащей лиь!ии или области'

[\{етод из]!|енения роле["1 перемс!!}!ь|х

![остатонно часто бьтваст ;тсобходимь1м помснять рол!1 иск0мой

|1еремен!]ой }| одного !1з парамсщов' ч1'обь1' по крайтнсй ]\'|.рс' г!олу_

(!ить воз\{о)кцость |1ровсдени'! анал!'за г1рсдставде!]]{{]го ус]1ов1тя' ]1ос-

'|.!}точночастобьтвае.1,чтостепс11ьискомо|.тгтеремснптойг0р|1з;((,!1}ь1-

!|]с' че1\1 степень вхо,1я1цого в усдовие парамс'гра' йзмегтетт:тс }].))!ой в

']то\1 слг{ае приводи'г к реа1ьному у!1рош{е1{!шо 1'|ро1(ссса рс'шс1{;'!я'

$стод ][ерехо/{а от об1цего к ([ас!'1{о!11у

Б'слтд какое-.гтибо рверждсние в условии ']адачи справсд'{иво ]{ри

вссх зна1{ениях пср9!,1енно;-т т.тпи г!ри вссх з|1ачсн1|ях параш1стров' то

для успеш]ного 11родви}ксния в реш]ении бьтвает '|1остаточнс) 
ттайти

(удобное)значениеэтойпереметтнойил],{параметра,]{ляко.горогс)

искомое ре1!]снис задачи буАет явттяться с'{едствисм'

йето,ц свободн ьтх ассо1циащий

\1етод свободтцьтх ассоциат1и:1 оснсван на [редс'1'авл0[1!1{'! ус']!ов1'1я

за!|ачи в терминах других областей ма'гемат!'11(и' суцествен1{о упро"

ща!ощих условие' даю1цих адекватнос !1онимание' Рсзультативность

творческой деятель}1ости' особенно на этапе гс1{срирован'{я новь1х

идей, сутцественно цовь11пастся' есл!{ широко использовать все новь!е

и новь|е ассоциации' которь1с в итоге порожда1от по-настоящему пр0-

6з
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./{ук-тивт{ь(Ё [{.ц,е!| ре1!!е||ия пр(]б.]!с}{ь{. |} !!])0!|ессс зарож2']с]1{{я ,1сс(}|{|{а_1]ий ус1анавли!]а1()1'с}| не()р,1и}{арн1'е в;?!!.|м{)с,][]]!.1 ;\!€:{'.{.! !(()1\1{1о}]сн.га-ми рс1шас|'1от! тлро6'глс:шть] и э.]1е|у|с{1!'а]\'1}-] 1]!||с|1!}{{:{]] &(].1ра, )]'(.]1т{)ч!|я ком_{!0н'')нть1 |!ре}1{него о]!ь{та :.тзо|;'лсс:гсц:}| .**'",,.',,',-,'',',, ']11{|(а'у|!''!'! |}\'&и!|!с!'() н !'е!!'с}!!г:::гр06;:спт:,! . 
'Ёор{;(ск(,л| 

.з::]г;1,тг:. 
!.! ;тс..;у.'пьга.п.спр()1(ссса зарощпс|{,!я Ё{0вь{х асс('1!1'а,1 ||!5[!!,1'"; свлзс{! ,, ,''',,,"**,'.,т твор_чсс](}{е }{/{с] рс{.|!сния |1р0б'{см!,:, ({ас,г,; 

!1(:11г)-){Б3)&с)1. пр|{сь' а|,ш]01.][и - -!1()иск ;|{{а]10{-а !.! !.!с||о.]!ь3ован11с ]]сех пр0!1с]1}'р рс11|с!{1]я 
'!о 

а]!а.}{огии'ис| |0.'{ь30г]а}! [, с })е']-у] 1ь.га,1.о в а{{;]-|!()г''1{н ь1х
/1ля ре'(]сн!тя ,1атчлго|| ]а]{:]\|}{. Ред*с: ;;ат.а;: ж"-:: ;жж'#:А. |1уал:карс ||Р€.4;лага_тт очс!|ь [|}!1.е[)с(.{1)/к) схс}1}, ]\|а1.с1,,|а-!.}|ч9ск0го|80рт199'"* (Р:тс' 13). 0н связь!!][|1{ 

",',, ' ,'",'*,,,'(с]\{ ||с.][о|}с!тсско!;1 
ттс:и-х''к!,! |!а с()зна1.с.,]ь1{у:{;;т бсск-:с.:з:га'!]-']|ь;{}';() |1.;|с1-!1.

!
!

]г
{_

|1

1-

/

!

\.

Рссс. !3
[1рогтссс {{ачи}{ае1'ся с созна-гсльг.:ьтх уси.;:иг], ||а|1рав.]]е||нь|.х }!а рс-!шсн}1с некоторой г:роблсш:ь;. э''и уси.,,тт! т1()!]ь|.!]ак)т ак:-ивность бес_созна1'е.'1ьной час'ги пс!.|хики. 1-*., ,,',"''"с1.ся м{!о)ксств0 новь]х коп{-бит:аций п{атематическгтх объект', _. *^]- -

ре1шения. Фт*рт появ:тя[отся в гро]\,1ад}'о}{ -##}:;'::*:::ж;;
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['отовая

ре!1!е1{ия

,|де'!

г!х{)[]0€('Б!0. [']о подав.:ля{о1цая частт) этих коштбинаг|ий нс достигает
('()'!1!а11ия' то.]1ьк0 т:сбозтьптая !,{х часть расс]\1а1'р|.!вается соз{1[}!!|{см.

'!:с;(1ьт дос'гиг|{шь созна|{!{'т' они !{рох0,/{.;гт отбо1;' основаннь;й }|а нс-

|\()(]|\1 эс1'е'!'|.1ческом !|рин|1и1те. |{ский эстетичсскиг! барьер 1]0зволяст

,::т:т]|, ма;1п.эй их части г|роникн).ть в сознан}1с' Фнрт появля}отся тап1 !(ак

|'()'говая !{/{ея ре111ен}.|я. причем это с01{рово)кдается оче}1ь с!'1льнь|м

с 1,бт,скт'ивн ь1}1 чрством увсре н!{ости в г|равильно с'гът идси | 1 32].

}]ечто :то,{обное вь]сказь]ва.]1 и [{. 11ойа |94'951, сравн!1вая по}|ск

!)с111сЁ11.{я с бро;+<сг:иепл в тума}{е и внсза||нь|п{ озарением.

}{ет од обра'гного хода

|{сдос'га"т'стк ус:':товт:Ё!, вь'рах{аго|.![}.'1"'|с'1 в '|Фь1' г1'19 '',равнс:гхгт|! и;тт:

!!с[}а!]с!!с1'в ме|{ь{|1с к0.;{]{чссгва }!с|.||]всс'|'!{ь!х' ино]'д{а мож}1о г1рсо'1()-

|с1'1,' !1редпо.]{ол(и!}' ч'г() какая-,!г:бо .тасть рс[!]е!|!1я' чацс всег0 |1ско-

\ ! : ){'}! 1 1111Ё }! }1е !|ара{\,1стра' *та й.{сг;а'

1томбг.:нирова[{|{ь!е \1етодь1 $[11ФЁ31|!э{, {(ак !]1'}авило, тта особьтх

т-'во]|ст'вах тсэ!! лт.;ти инот! фут;ктт[{и и прису1ц!{ ре!1!е|{ш!о то:|ько дагтттоЁд

1(о! {крст1{0]"{ зада1{и.

$ 3. 1\1е'годь! дек()п{ !|оз|| !{|{ и а"п гебр аплнеск}{х
и тра!!сце!|]{е1|т!|ь|х уравшени|-{ !{ !!ераве}!с'|'в

3.!. }{скот орь|( о||рсде.,!с|||!я

()сно:зпго!1 оттсрагг;:сй а}1ал||3а 88;[9ь"|Ё.'| |1рс.пс гав.'|с]!ие цслог0 в в|1-

.,{с с\.}став1{ьтх част'е}1. 8сякая задача' {'!рсдло)кен[1а'! в шр011сссе обунс_
17"|'! ]|ля рс|!{с1]|{я уча!!{и\,1ся' яв.]]яс1'с'{ 1{ек0торьть1 п{атс|\{а1'и\{сск|1]!{

{'п0изве]{сг|ием, коп'1поз!.{т{гдсй ус.;товгтй, составлсттттой авторошт. Б ре-
]у!ь'га1'е а}]а'1!иза ус]!ов1.1я задача разб*;вается на 110дзадач[{' систсмь| .-

!{1} {{0дсис1'стъ{ь|' 
'1л}{ 

сос'гав.]!як)п1ие 1{х с()ответс'1'вия. [1оэ'гош,ту процесс

|:}с]{(сн{!'! \'о)к{!0 рассма'гр}[вать как ]{скомпозиц!!|о со01'вс'гству|о!{{с!'0

ус:ловтая |77\'
[1усть Ё(л, г, ,...) и 6(_', -',;,...) -- фтнкгтиг;. рассматр}!васмь1е

со!]{\1сс-{'}{о ;з обдлте[а .ласгп.т областей их 0|!рсделс}{ия (э':-а о6щая часть
!]рсдпо.|1агае1_ся неттуст'ол":). }рав::сшием !-{азь]в.}е'гся равснство
[(х. .1,, ;...) = 0(.т, 

'', 
7,'..), вь1ража'ощес сле]цу1о1цес сРкдсние: зна-

.гслтгтс футткгт*:тт Ё(л. )', 2...) равно з|{ачс}{ию функгтии 6(х, у, а,..').

Реалгтзат(ия

и)|е14
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Фбщая часть областей определения функший Р (х, у, а..') и

6(х' у, э,'..) на:}ь|вается областью определения равнения
Р(*, у, '...)=6(*, !,7,...)'

!порялоненньтй набор нисел (х''1'' ,',,...), обрашатотший равне-
ние в верное числовое равенство' н:вь1вается ре!шением уравнения.
Ре:шить уравнение значит найти шяножество его рештенг+й или

дока:!ать, что в рассматриваемом множестве их нет. !равнеттия и не-

равенства' рассмативаемь!е в элементарной математике, классифи_

цирук)тся по характеру математических опсраций, вь{11олняемь!х над
переменнь|ми.

!равнение Р(", у, '...)=6(х' !,2,...)назь{вается |{сль1м ал:гсб-

раическим' или' кратко, алгсбраинеским. если г \к, у, :...) и

6(", у, а,...) 
- 

многочлень:. Аналогт:чно /1ается опреде.]1ен!4е целого

алгебраинеского неравенства.
9равнение назь|вается лроб::ь:м (дробг:ь:м а;гсбрат.ттсским ил1{

А!обно-рациона.гльньпм)' если Р(*, у, э...)и 6(х, у,:,.".) ссть от{{о-

1пе}{ие многочлег{ов.
!равнение н'вь1ва9тся иррациональнь!м' сс]!и Р(х, у, э...)и

6 (", у,.а,...) являтотся алгебраическими вь!ра:ке!{иямт: или футкция-
ми и хотя бь: одна из них содержит действ;те извлечение корня из вь1-

ражения от неизвестнь{х.
}равнение н€}зь|вается трансцендентнь|м, если хотя бьт одтта !тз его

частей не является а.глгебраинсским вь1ра)кением.

!ва вьтсказь1вания А (х, у,..., а, Б,..) и в (х, у,..., а, Б,'..) буАсм ттазьт-

вать равносильнь]ми и обозначать знаком рав}|осиль[1ости
А(х' у,...,а,0,..) + Б (х, у,.'.,а,6,'..), если множества их истинност[|

совпада}от. в частности' два уравнения л(,т) = 6(х) и

4 (") = 6' (х) назь:ва!отся равносильнь1ми' если мно)кества их рс1{]е-

ний совпадают. Б этом слу{ае гтереход от первого урав}{ения ко вто-

рому запись!вае1'ся так Ё(х)= с(') е л, (:г)= 6, (') . ['1з о::ределе-

ния следует, что уравнения' не иметош{ие решений, равноси'!ьнь]'
3амена шавнения равносильнь{м ему или замена }тавнен|{я ему рав-
носильной совокупностьк) равнений (гтеравенств, систем) назь{вается

равносильнь|м переходом или равносильньтм преобразованиеш{.
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('г|;ормулирусм осг|овнь|е теоремьт о равносильнь!х

!! !|я \.
. ! равттснис остается рав1{оси'{ь{1ьпп'л 

и€хоАн_Ф3::::: ж::.
'];;;;;;;;.'.*''' 

,з одной части }равн:::.':.э:'ую с изп{ене_

,,,,"^, ,,'** э'гого слагаемого на противополо)кнь{и'

преобразова-

. !равнсние остае'гся равносильнь!м исход}1ому шавнени}о

,,!,тб'"',"','и к о6ертм частям одного и того же числа'

при

. !равнептис остас1'ся равноси']1ьнь!\{ исходному уравнсни[о при ум_

1|ожении обсих частсй уравтления на по'}1ох(ительное ч!1сло'

Ёс.:ти требуется ре!ши'гь набор равнений' принем искомое з1!аче_

!!!!с псреь'|енной до'тт;ктто удов'|{етворять хотя бьт одноплу из }тих' то го-

!!()[-)ят' что надо ре|пить совоку1ность равт+сний'

Рстшенр:ем сов0|()п!!ост}1 уравт{с}{и}! яв':гяется з}1ачон1{е персмсн-

: п с'тй, уловлстворя1ош1сс хотя 6 ьт одн ому уравнс[{}1}о совокуг1 |]ости'

Авс совок\пнос-1'и \Фав|:ст'лий ттазь:ва!отся равт1осильнь]м1'{' если

|(ах(](оереш|е|1иек;.г1нойи']}1!,!хяв]1яс-гсярс111с||1{е\1лррот!инаобор<тт.
Бсли требустся рс1п1'|'гь г:абор равтяог:ит]' [1ричсм |'|скомое значе_

!|ие псремег!ноЁт доля<но удов'']створять ка:*{ом} и3 них' то говорят'

1!то надо ре]1]ить систему уравт{ении'

Рештегтиепц сис'гемь| равлтоний яв']!ястся зт{ачен1{е переменной'

у/1овлстворяю{11севссмурав}{с11|,1ямс!{стсш{ьт.,{весттстемьтравнений
!{азь1ва(отся равноси.}(ьнь{ми' ссл}{ каждое реш1е1_1ие одной из н11х явля'

ется реп]снием Ар.ттот! и наоборот"

|{онцепция рав1{осильност'{ вь]сказьтваний позволяет сфортщли-

роваз'ь алгоритмь1 рсш1ения равнений [1 неравенств в виде лог}1ческих

схсм. |1огтя'гие рав|-]осильности позволяет так)ке формулировать зада_

6',7

2*

[л(-)='

€овок1лпттос'гь уравт{сний записьтвается так 

\ 

п с ': 
: 
'

[4 (-'.)= о

[л п-) = о'

| г;1х) = о'
(т:стспта равгтснт:й :]апись|вас'|'с'''^ 

1...

[4' (") = '



чи' условие которь!х ес1'ь о'1'рицание исходного вьтсказь !вания, Бсл!4д(')- логичсское вь{ск.шьгван ие' а -,4(х) его отрицан]{е' то 17равилалогического отрицания запись|ва|отся следу}ощим образом::)-(нх е х : н(х))<э(з-" . *',(4) 
чууц)91у!.

\ -(1х с х :.А(х))с+ (и, с х :-я(х)).
3.го позволяет применять присм инве

деятельности на противоположньт", 'б;ж; ;'#*,*"#"1'#систему с противоположной точки ,р""^", нсжели обтцепринят ая' за-мена прямого условия задачи"р''.'"',''ожнь{м 
условием, чего г{рак_тически не бьтвает при использ ова|||4ипрямь|х линейньтх а||гори'.мов.Ёагтример, вместо ре11]ен}б| задачи' 

"'д"р*,щ"й условие (найдитевсе значения параметра' при каждом из ксхотя бьт 
''" '''й.' значения псрсмстлллой',''',"'* 

условие задачи верно

цанис ус,{овия' закл]оча!о[цееся |] 1.о]\.|' .,.' )3#:1;жж"^]]!]_тимь|е 3начения г|арамстра' |!ри к0т0рь|х за/(ача реглений не имеет)).!опол:;ет::те най/]еттного множес.гва в() в(
значений параметров составит искомос 

',',#;';:жестве 
допустимь1х

3.2. [{етодь! деком!1о3иции простейпших уравнегпий
Фсновной операцией анал|1за является представление це'!ого ввиде составнь!х частей. Бсякая задача, предложенная в !!роцессеобу+ения для ре1пени я у1а111имся, является некоторь|1\,1 матеп{ат}{че-ским произведени(

Б результат" 
'',''''' 

комг!озицией условий, составленной автором.

,' , 
', "'" 

|#ж;:1;"]"жт ;:;#."*# };]]].му процесс решения':1"' рассматривать как декомпозицию соот-ветс-|'вуюп]е го условия [7 7 ].
']1тобое прсобразова}{].{с исходн0го условия обьгчно на].1равлено наупрощение этого услов:,4я |1ри собл;одеш;

мьтх п рообразованит'!. поэ.йу 
'",;,;;# жж;ж1#:;:-

;;;, ч;:жж а является определени" 
'.','^'"!;';" 

ре[пе-
перемегтной 

"," ',.'.1,';:х ;г"#'::'" дискрет}{ьтх значений

1е ор елт ой' *'а 
^ 

!''р',? базир уется ;";?":"ът;:} |'" ,, 
" ", " "

основная теорема атгебрьл, в час.|.и' относящейся к ре1!]ен!{то алгеб-раического шавнения над ло;1ем действ ;ттельнь.х ч].1ссл.
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|'с о р е м а. -|{тобой многочлен произвольной натральной степе-
сг:: с дсйствительнь!ми коэффициентами может бьтть разложен на
!!|)()|!'|ведение некоторого количества .пинейньтх мно;китс.:гсй и (или)
!!('!(()'|'орого количсства квадратнь]х трехт|ленов с отрицате.,1ьнь1м дис_

'(|)![м!.1нантом.[1усть дан многочлен степени п с действуттепьнь1ми коэффиг1иен_

:;:птт.: {, (*)=,,*" +а,.\''' +....+ал /+а',.а.*0.
1огда

1,$) = а,(х - ', )(, -', ).'.('*'* )(*'
:/1с х: ! х'3'...3х', Ё+2тп=п.

[1оэтому целое шавнение сте{1ени }? относитсльно данног1 пере-
пдс:гцной с действрттельнь|м}| коэффициентами имеет ров1{о п дейс'гъи-
! (!|ьнь1х корней |1ли на четное ч}1сло мень1ле.

3то имеет непосредственное отно1шенис к рассг'{ащиваемь|м нам{.!
'!1!/{ачам с парамещами. !аже в самь|х прость]х из них мо)кно' напри-
мср' встетить такие формулировки: кЁайдите все 3начения парамет-

|)а' при каждом из которь[х квадраткое шавнен}|е имеет один корень)'
слзл*х <<найдитс все значения парамета, при каждом из которьтх куби-
.псский многочлен имеет два корня) и т.п. Б этой связи мь[ считаем
]!равильнь]м угверждение о том' что квадратньтй т'рехнлен с дискри_
минантом' равнь|м нулю' имеет два корня (или один корень' но крат-
гтости два), однако уравнению булет уловлетворять единственное
значение переменной, |1 задачу с условием, сформулированнь|м сле-

21ующим образом: <найдите все 3начения параметра' пр}| ка}кдом из
которь]х квадратное уравнение имеет единственное реш!ен]-|е))' п-{ь|

булем считать корректной' в указанном вь|1ше смь]сле. ||оэтому мьл

считаем' что указь[вать корни шавнения или многочлена надо обя-
зательно' у{ить|вая их кратности. 1аким образом:

+ б,х +"') . . .('' + Б,,,х+ с.),

(*'+6-г+с=0_ г ь
|*- |х=*- '1ь'-4,,'=о. .-! 2а
!!ь!а*0 |х=--.|'12а
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|. 1аким образом' осгтовной декомп(
ц ел ого ра в н ен ия * с в еден ие * ,, 

". 
,""'|'ж}н;"#""#;::

|х =.т, 'ст}'| простейш:их равенств 1,(')=0*/..........' 1< Ё<л:, Р(х)=9'
[, = 

',,либо к доказательству неравенства { (;г) 
'.0, 9"т '

4, (1') '*,*тций 
тпаг -- реше1{ие рациональнот'о шавне! 1\1я вида

0,6 = , !анное уравнение рав1|осильно системе

]11 -.^|1,('')=о,
о,, (о: 9 €) 

1о. ь)* , 
' Решлением систеп'ь! является совокуг]ность

корней мно|.очлсна' стоя1{-|с].о в ч}'сли1.слс' и неность корттсй мног0члс}!а' стоя|1{его

!1!|(!|!о которого можно провести двумя способами, приводящими

у|);!!|]!ение к равносильной ему системе или совокупности систем.

1) !л(")! =с$)*{1|])]''^,\ / 
[л'(,) =с'(х)

|л(х)> о,

[,(')= 6(,)'

|л1')< о,

1_'(,) = с(")

2) !л(')!= 6(х) с>

Рц!"!ц!}1'/1ьн0сти да|{}{ого г|ерехода мь| дадим вместс с обосттова:т:асмравносильности пепеуоп, о ^]\^_.''^^.^__перехода в с0о.!.ве1.ств}ющем неравс}'ствс.
;;;;';;й'*,,' ,.',-не.(е'|'ной 

^т6'т^!''!

к,ш не.те:'ной стётт^ш1' .-^-- 

__''' 9у7\9у7]\('\1\1,[у! 
рад[4-

э"-,|]7|\ ^/ \ 
сте1]сни, назь|вастся уравнение в[1дал--_:_ ' --ч!ц'о\.9, 9л уРав[{ение в[1да

"./Ё(..) =6(*),т:с1{, где у=д(") |1 у=с(.') -- неко'горь|с э.це-
мс11тарнь1с фугткцигт. ,,4|Ё@ 

= 6(") е л(.т)= 6,,, ,(..) .

им }равнс|!ие[.', содсржа!цим вь1ражснис' с.гоящсс 1!0дназь{вается равнение ''д^ 1д(*)| =6('), декомпо-

|1ростег!гпим показательнь!м уравнением с постояннь{м попожи-
|с.1[ь!{ь|м ос}(ованием а > 0, а #| назь|вается равнение вида

,''(') = ''(') " д'*"'е шавнение ,,(') = ,'(') Ф л(") = с(") .

||ростейтшим логарифмическим шавнением с постояннь|м осно-
ванием а > 0, а * 1назьтвается шавнение вида 1о9" Ё(х)= 1ов. 6(х) .

.(анное уравнение

|!ри решени|4 задач г{ащиеся довольно часто используют знаки
математической логики: ра3личнь[е символь|' скобки, знаки следова-

ния' равносильности и др. 1{ак справедливо отмечает А.Б. ){щов [39],
(т{есмотря на миниатюрность' эти знаки несуг в себе колосса]ьну!о

логическуо нащузку' |[оэтому небрежт:ость в обрашении с ними чре-
вата последс'гвиями' сравнимь|ми с последствиями от не6режного об-

ращения с тонк!{м инсщументом хир)?га>>. 14спользование понятий
конъюнкции (д), дизъюнкции (м), импликации (=) , двойной им-

пликац|1и (е), кванторов обшности (и) ' с)дцествования (э)

отъемлемая часть задач содержатедьно-методической линии задач с

параметрами.

входя1{[их в совокуп-
в зг]аменателе'

&( ')-_--:_-_. - (-) с>
2,,,\')

!* = *,'

[21., ,1 * о

[х=х,..

[Р(*- )* о

3. |_!ростсйшим ик'ш четной ;#}1;:-"ж"3##'.";х:,#"*"* '#;ч|т6=6('), пеА/ , гдс у=д(') 14 у=с(') - некоторь.с )"[[е-

[д(х) > 0.
1о9,Ё(х)=!ов,6(х)сэ{ ): , 'у|лу1

|г(')= с(х)

[с(х) > о.
|о9, Ё(х) = пов, 6(х) * 

1']'| = с(х)
ментарнь1е фун.ц"и

рав}{ос].1льности

5. |[ростей:гп

знаком модуля,
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:

3.3. Р1етодь| декомпози|ции некоторь!х 1[еравенс-гв

Бстсствсглгть1м )кс',|анис}1 )1ри рсш1е{{ии |{еравенс'гва яв'{яс'1'ся )кела}{ие

11р!{вссти рс|1]еш{е'гого ил!.| }|ного }]еравенс1ва :говьлтпс:гт;ой с'|0жнос1'и к

рс1|}сни!о ра1\}!онш1ьньгх неравс!{ств. Фсновньтшт мсгодом реш]сн'{'т л:обо-

г0 }|еравенс'1'ва является'георсш1а, }!азь[ваемая ((ш1ет0д0м !.1!{тсрв|ц(ов) ре-
!!]ени'| нсраве1{ства. Фсновньтм свойством любой э]!смс!!]арной фуг:кштти,

рассмагр!1васп;ой в чрсс 1школьт:ой ма'тештатики' яв.,!я9гся свойство нс_

прерь!вг!ост].: функ:{ии на об.:тас'ги свос|'о о!1редсления.
'| е о р с пт а. Бсякое а!{а]титическос вьтрах(е}|}{е Р(.т)ьтоэке'г ме-

нять свой з|{ак'1'о.]{ько в точках, в ко'горь{х огто обраштается в {{0.]1ь. или

1] т0чках, в к()'г0р}}!х грас!ик дан!]о1 о а}{али'ги!{сского вь!ра)кс|1ия гер-

!|и'|'разрь{в.

1. {\е.г:ьтпп неравенст'в0\1 г!азь|вается ||сравс1]ств0 в].1да Р, (х) м 0 ,

г](е знак срав|{ения у обозначас'|' од1-{н из че'1'ь]рсх знаков сравнс'н}|я

ков ч}{сл()вой оси, о!1рсдс.,!ясмь]х мстодом и|{'|'ср1}а.]!ов. 1(огт:(ом г:.г:и

ко1{цаш{!.| про]\,|с}кутков яв']!яются корни м!{ого({.]!с}{а. |{ал;оническгтм

в[1дош{ шроизво.]1ьного нсравснства на3овсм неравс||с'гво' г!редс'гав'|сн-

н0е в вид(.
а:, (.г)и, (*) .::,, (л )

.|{агтттая т!.орема в курсе !-|]ко'[ь| |]а111ла ощая{е}1['|с в от1ределени}1

т|г1,пт({(}4!1, возраста1оштей на каком_'ттибо т\'1ножест'ве: функшия назь1ва_

к'!(1{ 1}Ф3!&€1аготцсй на какош1_либо мно>ксстве' ес]|и для любьтх лвух

!!!||!{с1{ий арг}ъ4с}1та фщкгтии, 1]р1]надлежа1цих этому м[{ох{ес1'ву'

{)().]{ь|шс\'|у значени}о аргумснта соо'гветствуст больтшсс 3!{ачение

с|:у ! 1 }||{!1}1. (( м., на:тргтптер, [79,80])'

\ спверо;с0енсае 1'

(г{'') тт;-

" 
о))

1 с о р е пл а. Фу:ткцп4я 
'' 

= /'(л) являе1'с'| моно'1'онтто убьтвак>т:1егт

:та области своего опреде'{сния тогда 11 только 1огда' ког'т{!} /цля любь:х

.'ц!}г зна[1снт'тй аргр:ен'!ов 
'| 

и |, из области опре][елс|{ия раз1{ость

'гтт;т.тегттд}! функшг:+т .|' ('/') -./ (г, ) имеет зг|ак' противотло;го>кттьтй з;таку

газ|{ости соо'гвстс'гв)'}о|[{их зхтачений арц'ъ{ентов [' _ |' '

!гпвернсёелсше 2'

1.4з рвер>кд1сни}-' }]олуча|отся ме'г0дь] декоп'позиц}1]] 11ракт1'!чсск!|

лтобт,:хмт*ожттт.еле!!,нако'горь|сраск]!!1/(ь!вак)тсяа|{а.]1итическ1,[евь!-

ражения' прсдстав}{1!1ь!е г!рр1 помо1ци элемснт'арньтх футкгттаг! ' за ис-

}'то,"*,**, \{ожст бьтть мт+ожр;те;1ей' принимаю1цих з11ачсния од1'о-

г() |]!1ака. 11с'':э-:'ому, пр!{ ус;1ови11 ве}1зменности знака рсш|аемог0

|{ь'Р;!Б8Б[193 мно]ки'гел!|' принима101цие положительнь|с з!{а'{сния'

м0;,к!{о просто !тск]11о1'!!тть, а мн0жители' прин|'ь{а1ош{}те отри11ате''1ь-

нь|е з||ачег1ия '_- замснить лта (.. 1)'

Ё{аиболее часто в качествс подобного м|{ожи'гс]1я в рассматривас-

мь!х 11;}ми за.цачах с параме'1рами вс1'речае1'ся ква'{ратньтт1 трехнлсгт

),
вгтда .| (",) '= '.т 

+ ох + с' а + 0 с о'1ри!1ательЁ{ь|['| дискримиттатттом' 3а-

мс.1.11ь{' (|то в э'гом с'[учас знак принимасмь!х !{м значсний совпадает

у0

.'= ((мг' - л( /)' (мт, с р(/)))'(/ (г,) - { (т,)м 0) <+ (с' - 
"

(.г(')о+)"и' (.т)г. ('). .,* (')
3амстипц следующее: 1!ри ре1шении подобньтх |.]еравенств нас и}{-

тересуе1'только з!{ак значсния с0ответству!о|]1его м}{ожителя' а не его

абсо;:тотная вс]1!1чина. ||оэтому, ес.]1и по каким-либо причинам на[{

нсулобно работ'ать с даннь1м ш1}{ожите.|!ем. то 1\{ь1 п,!ожем ']аменит'ь его

другим, имеющим те )ке и!{терв€ш{ь{ знакопос'1'оянства' что и данньт|.|

п,! !|о)!(].|тель.

Бахсно от}1ет!!ть' чт0 мс'годь[ декомт1оз[.|ци!| осу1цес'1'вляются
'го"т|ько г{р1.{ [{р|.!ведении исход|{ого неравенства к ка|!о|||.|чсс|{о}{у в[.|ду.

Фсновная часть мето]{ов декомпози1{}п.| 1{ераве}{с1в обустлов.:тена

след}.|ощ1'|ми у'гвер)кдениями.
1 с о р с м а. Функция .у =/'(-т)явттяотся мо}[ото|1||о Бо3рас1'аю-

ште}{ на области свосго определе!]ия'гогда и только то|-да' когда для
лгобьтх двух значенит! аргументов ,] и [, из об;тасти определег|ия ръз-

||ость зг!ачений функнии .[(у,)*./ (т') имеет тот )ке з!{ак' что и раз-

}|ост}, соответствуош{их значенттй аргумснтов /, _ |, .
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\!()||о'гонно убь:вает' Фднако разбиение на от|ель/н/ь'" :]г* ']:1|*
со 3наком первого коэффишиента а. Ёо иногда можно заменить по-

добньуй трехчлен его свободньтм членом 
" 

= ! (0) .

.(ействительно'

(т {-) = ах' + Бх + с,а *о)(л(') > 0 9х) <+ (,. о) л((а > о) м(с > 0)).

|1ри условии ощицательности дискриминанта щафик квадрат[{ого

трехчлена располо)кен в одной полуплоскости относительно оси абс-

цисс при всох допустимь|х значениях параметров. €ледователь}!о' ес-

ли квадратньтй щехнлен принимает положительнь|е значения' то его

старплий коэффициент - так)ке поло}(ителен' но положительно и его

значение в нуле.

Аналогично:

(г (*) = ах' + 6х + с'а +0)(/ (х) < о ил) <+ (,. 0) 
^((4 

< 0)м (с < о)) .

2. Функшия у=х',пс /ч,[ ' €тепенная функгхия с натур'1льнь!м по-

к'шателем явля€[ся монотонно во3растающей на множестве неощица-

тельнь|х чисел. €войство монотонности' как мь| Ридим и д€шее' по-

мимо непрерь!вности' будет являться основнь!м свойством,

определя}ощим декомпозицик) соответству|ощего множителя. |]оэто-

му сравнение (т{ -г] мо). (ц -г, м0), (иг' >о),(тг, > 0),(ми е &).

||ри нечетном показателе степени ('?'-' _г'"_' м 0) . (ц _ г, м 0),

(3л е ш)
3. (ак следствие предь!дущего' получаем' что

(!ц! -!ъ| м 0) <э (т| - с! " 
о) .

4. Аспользуя монотонное возрастание степенной функции на

множестве неотрицательнь!х чисел' имеем:

[', > о'

(л_/ъ "')<э ]:, 
>о,

[г, -г, м0

5. |{оказательная функция у = а',(''0, с+ 1)также монотонна.

Бсли основагтие больтпе единицьт' то функция моно1'онно возрастает'

если же основание положительно, }!о мень1пе единиць|' то функция
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:]#нж;;#;;;;;", (,' - ,' м 0) е ((с -т)(х -у)" о)'

6. }{огарифм|1ческая футкшия' являясь обратной к показатсльнои

п|ту:гкт1ии, пр}1 тех же значс1{иях основа}]ия монотонна в том же смь1с-

пс:- 1о есть сс'1и основание больште одиниць!' то функшия монотон1{о

'!1| 
тп

' 

])''й й ;;;; ;; ;.' ов ани е поло)ки гел_ь'^"::': ::::: "":жж ;:
;;::Ё#;;#'1!''уо"'""ет' Фднако !-{ в этом случае разбиение на

()'1)(ель1{ь|е случа|{ т:еобязагс-цьг:о: (1о9" 'т - 1о9' у м 0) е
.т>0,

у>0
(, - .,') ,, о
("-:)

|,,0'
([од,.к м 0) е 

] 
(..- п)', 

''[(' -:)

3.4.}!екоторь|ечаст||ь|еп[етодь[декомпо3иции

€войства монотонности показатсльной и логарифмичсской функ-

ции !1о3воля}от достато(тно эффектив}!о сводить слох(нь|е неравенства

к гораздо болсс гтрость1м !1сравснстваш'1'

[|ашримср:

, ' |,,''', '}... 
(г(') _ тэ, д) 

' '"1''0 - (сг-1)

}(ак следствие' имеем

/(")'0,
в (')'0,
(/(,949:!"0

(, -:)

2)

3) 1о9,, /(')' 1о9, 9('х)у 0 е
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х)

(,)

$ 4. Фсгповнь[е понятия задач с параметрами

9асто неясность ||рсдмета рассуждения с'ганови'гся лтроб;:емной

мь{слите;1ьной ситуашией. Р,с;ти'го и'1и и1{ое лонятие че'|'ко не о|]реде-

.,1сно' то глеизбежл;о воз|{|ткае'гнс||ониманис. <!-[с.гтьзя внести точность в

рассу}(дения, ес)|и о]{а снача.,!а г|с ввсдс|{а в по!{ят[-1с))' 
- 

с|!равед]|иво

гвер)кдш1 анг.пиг"тский астоном !{>когл Фредерик !ильям [ергшель.

Ёея с нос'гь | |рсдмст'а рассу)к'1с ! 1ия возн икае'!^ обьтч но в следу}ощ[|х
с]|учаях:

Бо_гтсрвь:х, ког.|{а мь1 |{е |1онимаем какие_.лпибо терминь!. Француз_
ский ф:.:лософ Рене /{скарт меч'1'ательно замети]1' что ссли бь: уАалось
четко установить значения всех терминов и г;,онятий, то мо:кно бьтло

бьл избавг:ть че'!овечество от бо.лпьтшинства заблухсдений.
Бо-вторьтх, когда о/1но и то )ке понятие р'вньте книги' сдовари и

разнь|е авторите'гь! опреде.,1я!от раз]|ично. <Ёет ничего более запуган_
!{ого' чем |1онятие о по|!ятии)).

[4менгло 1'ак}1м образом обстоит де;1о с !1о!{ятиеп{ <л;араме:р>. Б
'геор ии рс!шения задач с истема поняти й,''-(ол)кна бь:ть сформулирована
с учетом обпцсматема1'}|ческих и г|сихолого-||едагогичсских'грсбова-
ътий' Б математическом аспекте разработка понятий до.]1)кна осущсст-
вляться на основе фундамс*тта.,1ьнь|х математических понятий и мето-

дов, как ес'|'сственное рас1пире||ие и у-:ту6:1енис !|]ко.]]ьгтой стастемь:

математических понятий.
8 <'|-олковоп,| с.](оваре русского язь!ка>> [119'| г:риво;1и'гся с]!еду1о-

щее'|'о']1кование данного понятия: <|1араме':р 1. Беличил*а, входящая в

ш{атсматическуго форму.л{у и сохраня]ощая !1остоянное значенис в пре_

делах од|{ого яв.,|ения ||1и для данной частной задачи1 но ]]ри перехо-

де |( дру|'ому явлениго' к дрщог! част'ной задачс меня}о|цая свое значе-
нтте (мат)...>
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(''га::киваясь с задачами с парамещами' учащиеся убеэкАатотся'

,!!(| :||!'горь1 унебньлх пособий свободцо 1'ракту1от это понятие' |1риве-

)!('м 1|сско'1ько опреде'!ений' даннь1х в раз']!ичнь|х пособиях и различ_

!!!,|ми авторам|'1.

4'1' 0:тределение !|онятия ((параметр>

и (зада!|а с параметрами) 
в пособгдях

Фпрсде.г:ение п0нятия (1|арамс'1р) }'{ ((задача с [1араме'щами> бо'тть_

!!!|!|{ства совремег!нь|х с!|равочньтх и уебп{о-методических 
лтособий

!!()сходят к о11ределен'"'' *'"','* €'1'|' [1овосе']1овь1м' Б <(пециа'лтьношц

!(урсс элементарной штгебрьл> [89] привслено опреце]'^::1*"' .''','"
с |а.]1о щадиционнь{м д;тя больгшинства г|осле]ующих }1зда11и}''

кРассмо'т'рим неко'1'орое анш]итическос вь|ра)ке1!ие' содер)каш1се

1\1}с 1руппь1 ар!'умснтов' БуАешт '|\'1я о1тре]\слсннос'ги обознана'гь аргу-

!\,!сг|ть; одцой груг1пь| 
'т'"'",г'^*" 

буквами ]1а'ги1{ского а'т:фавита' на-

|||)имер' *,!,...э2 и назь1вать их по-11ре)1(нему аргументами' а арц-

мснть1 второй щушпь1 обозначать 1|ервь|ми буквами алфави_га'

!1а11ример' ,,ь,...,, и назь1вать их парамещами)'

Б <'|-олковом словаре математических термит*ов> [118] сказано:

<11арамещ - ве.'тичиг|^, "*',",''" 
в формульт ' '",:1:]:у:.''^"",""

|{оторой яв.'1ястся г1остояг1нь1м в |:рсде]|ах рассматриваемой задани' т*о

.''.'р'" в другой задаче меняс-г свои значения))'

\4оденов |1'€', Ровосе'гтов €'1'1' [78]: <8сли в уравнение кроме нс-

известнь1х входят числа, обозначен:тьгс буквами, то они назь1ва}о'гся

параметрами)'
Б гтособрти |.А' 9с'щебинецкого [140] говорится: <Рассмотрим

,,'й*'"'|'(а,6,с,"',х)'=9\а'Б'с'"''-т)' 
гАе а'Б'с'"''х - |1сремен-

нь!е ве]1ичиньт. 11еремел+|ть|е а'Б'с" '' которь!е при Реш|ении уравне}|ия

считаются г!остояннь{ми' г{аз ь!ва1отся 1|араметрами)'

Б.}4. 1-олубе в |22] ;хает следу1ош\ее о[|редс']1ение : <|[арамсщом на-

зь1вается независимая переменная, зг1ачение ко'горой в данной задаче

считается фт;ксированнь|м>'
Фсобеннос'гь переменнь1х' г{аз!]анг{ь1х г|арамс''!'"1 "]:::::.1::

/(') я(.)(1 -а{) *' ,*' у0<э
с:' '-а'''

х)') ' _},'у0.
и(х) - 9(х)

-о
;
9(
<8

3(
>с

х),

{
Р(

(.:

9(

(:

о!
6!

|
)

;)

;)

х:
х

:)

''х

:)

х

(
(

х

(

х

(

1_

п|

"(

/
"(

!

!у(-)|. '(-)* [/
1-.

|.г'{"1|, 'с')* [7
1-

5)

6)

(')

авторами нскоторь1х других т:особий' [ак в,клите_::'::::^: 
:уж;-

;;;;;';;';, ;;;;;;;,,, ''р'.,"щ' 'т1]:: 9.1':.:::""ж'н"1#:,
#;;;#;;";;;; ;;*";. *й о,,'двойствснну'' 'р"|ч 

^ 3]]]Р1};
г1рс]1по'1агаемая известность г1озво''тяет обра:паться с г1арам91ром как
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с чис]|ом' а во-вторь!х' сте!1с1'ь свободь| общения о!ранич!4вае.1.ся с!.о|{сизвес'гность!о)).

€]ледует отА.!сти1_ь, что авторь1 !1одавляющего боль'!|!{|{с.|'ва |1осо_буа[|:то матсмат|{кс не счита}от нуж|{ь!м ](аже |)ь|таться дать ог!редсле_н}|е 11арамеща или задачи с !|араметами, оставляя э.]]о' как вид11мо1 на]{о]1}о 1пкольньлх 1пителей.
9исто форм;ш:ьное разделение переменнь[х на неизвестнь{е и па-раметь| ||о |1ризнаку обозна'ени" со

Ё;;,жк,хж" " вузь| в |||кольнь!е;1жж н:#::#;ж;
временнь!х'""';:;:"Ёж}:1':::"ж:1ж;;ж;:1,#,::]
тах на той изуи ил

однако, 
' '', 

,', , ,']|": ж:ж;;;;'"""*е 
(| |арамс'1'р)) вводи')'ся'

' {{о су1'и, и о!ра||ичивае.гся.

4.2. Фпред е.,|с||ие !|0!!я.!
в у и еб гл о-м ето]| и ч е ски х -'.',,';:: ;:т};т; 

''' -.
3амстим сразу' что 0||рсде./!с!|ис {.0!

венн о за]1ач с | |ара!\'1 е1рам и в бо.г: ьгш,,,.,:: ;;;]жж;::;}';;кг:остфактум>> ил|1как бьт между 
',"'''.'. 

|{ар:более рано ввод(ит терминпараметр А.}-' [4орлков:ан.
1. йордковин А.г. 

' г79]. <||риптер 7. Рсш:ит'ь уравне|{ие*'-(э'+!).т'+-(п, 
' п-')-' 

!. '-у''

Реоцено:е. 3то к
рс н нь|х до сих,, 

"' ;#::;:т ;#: ?:ж ;;::ж ;;:: :::;; :крст}|ь]е числа' а буквенл:ь;" ..'р'*"'йя. ?акис уравнен!{я [|азь{ваютурав}!е!!1!я'1|ос с: букветсньпттш т<оэф:с!!!1|[!е!!11'''.1|!!! (курсив ;латгл) лт.:лгл урав-11с!\ия[\|!!4 с пара^{е'щами. Б :дан,'й ;''у,';;;;;;;;.'й;й "', 
"*.'"",в состав второ|.о коэффигтиента и свободного ч'.|{ена уравне{{}|я).2. йакарынев 1Ф.Ё., йиндлок н.т.- н'"'''в (.Р!. [6$]<<Рсгпим урав}{ен1{я: 8х = 7, :'" = т' 

^- 
1 ].т = 7, 0х = 7 .Рассма:ривая уравнен|'1е ссс=7,мь] {1ри]{авалт: буквам а и х раз-нь:й смь:с,л' с|!и'ая' н'о буквой 

" 'б''''"-,о 
нсизвес.г|!ос нис.:то, а бу-квой сг --- ||екоторос фикс+гров',,,'" .']'',

дом конкре'|'ном случае известно. в .,.,'' 
з1{ачс]|ие ко'горого в каж-

1, #::; ' 
, 
' 

*, !' 
' 

, ,,' а урав г( е!|, 
",, ";х:; :;:;, ",::::, 1,,, ;:
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3. 3и.пенкин Ё.{., 14вагшев-&1усатов Ф.€',111варшбшд €.[. [1{].
<Фбь;чно в уравнении или неравенстве буквами обозначатот неиз_

|!('с'|'}[ь!е. Редпить }равнение (неравенство) 
- 

знанит найтуц множество
;: д::чсний неизвестнь1х, удовлетворя}ощих этому уравнени1о (неравен_
с';;;у). [4ногда уравнения (неравенства), кроме букв, обозначак)щих
!{с113вестнь1е' содер}(ат другие буквь:, назь]ваемь|е параметами. 1о-
!,](а мь1 имеем дело не с одним' а с бесконечнь|м множеством уравне-
п:г:й (неравенств). |[ри этом бьдвает' что при одних значениях пара-
п,1с1ров уравнение нс имеет корней, при других 

- 
имеет тольк0 один

!(()рс|1ь' {|ри щетьих - 
два корня).

4. Ёикольский €.й., ||отапов й.|{., Ре:петников }1.Ё., [1!евкин А.Б.
!1{71.

<3адачи с 11арамещами нередки в 1пкольном курсе математу'ки.
'[';тк, наттример' задача ре1шить (относительно -т) квадратное уравнение
с>бщего вида ах' + !;х + с= 0, является !]римером задачис тремя пара-
метами ст,б,с: ' 8 этом с.|!у'|ае говорят' что надо ре1шить уравнение с
1[[|рамет'рами а,б,с .

3адана решить (относгттельно ;г) линейное неравенство общего
в!г[\а ах + Б > 0 яв!]яе1'ся примером задачи с двумя парамещами а и 6.

8 э'гом случае говорят' !{то надо ре1шить неравенство с параметрами

рецг|.1тьотноси'гсльнохиусистемуравнений

является примером задачи с одним парамещом с. Б этом

слу{ае говорят' что надо ре1шить систему равнений с парамещом 4).
[,1нт1итивное' си}оминрное описание понятия (параметр) приво-

дит к тому' что предлагаемь!е методь! ре|]]ения соответству!ощих за-

дач такжс носят частньтй характер. йетодинеские приемь| ре!]]ения
задач с парамстрами опира}отся на определения вида: ((если в уравне-
\1|1и или неравенстве некоторь1е коэффициенть| задань! не конщетнь1-
м'\ числами, а бщвашти, то он1{ (бщвьл) назь1ва|отся параметрами, а
соответств},|о!цес рав!1ен|1е илц неравег{ство 

- 
параметическим)).

||ри этом:
есл[1 нет точнь|х определений термина (параметр)' (задачи с па-

раметами) и других связаннь|х с ними понятий, то невозможно
проведение исследова!{ий, устанавлива}ощих связь этих задач с
основнь!ми математическими понятиями;

аи|э.
3адача

{" +1'' -1,
\"*'=,
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_ закро|!ле}{ие (на уров1{е ус'{0вного рефлскса) за }{еизвсстнь{\{1.{ о]1-

н'!х ]-{ тех же симво.]1ов' а за парамстрами дргр1х с1-{м|1олов' пр!.'во-

/]!{'г к 'гош{у' ч1'о э]'и г|есу1цсствсн|'1ь{е пр|{знаки с1'ановятся до]!1]{н1|-

руо!цими' превра||{ая некоторь1с /{ост[}'гочно прость!е за]{ач,[ в
|за)[ачи чугь''[и ]-|еразрс{[1имь|с.

{1риведешт слсдук;гг1г:й г{р!.!.\,1ср' лт.;;;тюстрт.:рттогш:т}[ нег{рав()}"{сг-

!{ц)(_|'Б'1 !.!(Ф!'о 3акрепле[[ [!я.

Бо;ль:::ит:с'тво Ра||1'1хся' напр}1мер, у(:пс!!!}!0 справят'ся с ]!]/]{[чей

разл0)ксгт'{я г{а [.!!|он{}|те.т1и вь{ра)ке]{ 14я х' + 3х + 2 ' и г()раз.]'{о ]\,{ень!{|се

|!х число справи"{'ся ('] раз.}{ожс}!ием }{а ь{{!о)к|{тел!| вь|ран{ен||я

2у' + 3-'г:т *:г' 
"

_- отс)тствие методической базь| ре]|!€ния {|од{об1||'х за]{ач пр!{во'ц11т

к '|'о1\1у' что ка)кдое урав!!ст{'!е }|"ци }1оравенс1]вс} с параь{стра}"1!{

г{рсвращас]-ся в задачу' вь|зь|!]ак]1}{у|0 у 6|)-ць!!.{'1т[с]'в.} уча||{ихс)! |1

унг:':-с:лей ((как м}1[{}|]!1ум р0бость)) (|'']]. /\орс-;с[лссв в к;;ит'с': [25])'
-- в [|ро|(ессе рс{|!е!!'.т'! с1'а1!/|,ар1)!Б|}. '1!12|{{!'! с'тб'т,ск'п *;п,г в!|!,!\!аЁ1'{я у(]а-

|1{и}|ся яв"пяются ;1[,|ч[{с.]{!!гс.]|ь|]ь!с 1|ро|!с'/(:/|)|,!' .1 г1с }1ь|с]|!ттепьЁ{а'|

,]ся1'с.]1ь||ость, 1!осре/1с'''в()м к()'гороЁт ос:утт1сс';'1;-||яс1'ся <':'л'бор т,т ис-
т1 0льзова|{'1е ш,' атсм ат|.1 ч еск!'х {ра кт0в.
|1ри.тина ']того ,т(()статочно 0!{св}.{д!!а: .)с]1ов|!(1я с'|1)[!'гсг}.!я }{а'1'с-

ш'а1'[1чсског0 образов{]|!1.!' в (]|{(0.пе -* ]'го р{1з}]]|1'1|с у\!сн![й и навь!-
ков ре(!{с1{!1я опрсдс.псн}1ог0 круга стан'{ар'т'!{ьт\ з;]:1а.|' в б0ль|ши!{_

ствс свосм связаг|нь!х с вь1,|о.пг|снисм !]ск0торь[х алт'ори-г\'1ов.

'.]а.:1а,:и с шараме'грат\.|!!! наггро'г!|в, 01'1]ося1'ся к 1'о\,1у к.]!ассу за]{ач.

|'це эти а']||'0ри'|'мь] либ0 в0}]се отсу;'ст|]у|о_г' .]дпобо яв!{() !{!-!||){1['{с[.}!.!-

мь|. э'!'и за.ца.чи трсбу|о'т, г1рсж(де все1'о, умс|(ия |1рово/{}['гь 
- 

поро,!

доста'1'оч}|о разветвлент{ь1с - 
самостоятельнь]с .)|0!'!.|ческис |]о-

строен!1я. (роме того, арссна]] стан/{артнь1х мс']'о.цов рс||1сни.ч трсбу-
ст су1!дсствс}{|{о|'0 пополнен!{я [{екот'орь1ми сг!с!1ифическ!{1\,1и ме'го_

дам[.1. [1мен1{0 это и вь{:]ь1вает (<у б0ль1-|]}{нс'|'ва учаш|ихся !1 учитслсй
как т\| }1н'.!!\{у\.1 робость>.

!,ля того чт0бь! преодо-цсть )т!.1 защу:{нс;тия' необходимо всетт{ ис-
]1оль3уе1!!ь1]\,| г{о:!ятияп{ да1'}' {(0ррек'г[ть1е о1(ре]1елс||ця.

€ог;гасно <Фтт':тософскому ){{|{ик'ц0!1е/1!{чсскому словар}о, ||221
((понят11с мь|сль' вь1сказь{вание. отражан)!цие 0бщие су1|1ес'г_

всг{нь1е признаки объск'га)). 9влятотся ,]и пр|{з|{а-ки 1!о||ятия (]1ара_

п.{ет), вь}сказаг![1ь{с в |[редь]ду|{их опрсделе}{иях. сутт1ествсп,тнтями'/
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|,ассп,готрттм' 1!апр!.|ш{ер, (_)шределс11ио' пр[|ве]1еннос в кните |{ово-

ц с']!()}]3 с'и. 1&9 1' 1(0'|'орос г!ослРки'(о осЁ[0вой опрс/{ело[1ий бо'ттьтт:ин-

п | !!1| ![0([€Ауо|[(|'|х !1здан1{г1:

<<[:с';:и в урав1{ение кро1\'{с }1еизвсс'|'}{ь|х входя'г числа' обозттачегт-

:;:'тс г|уквапли' то он!'| назь1ва10тся !1араметрами)'

01свгтдтто, чт0 об0з!таче*::тс бщвоЁ;т нс яв']1яется сущсствс|{нь!м !три-

![|1|!(о[1'1.ак(.)г(;п0}{я'гия.ка1((1|араме'гр>.8о-гтервь!х,су1|||ес.1.вую.гп0с.го-

}!!'!!ь|* вс,т!}'!ч!1}'ь1, кс)[()р!,![1 1'акжс 
'!рисвосно 

(!{]\1я с0бствен}{ое) .-' 'Ё{а-

|||)!1}'1с}): '1, ,' , 1'[ 
'1".:\'

{{1о-вт'орь;х^ ()тсу'гс1'!з!{с в 3а']ат{с

! :|к.)кс !1с \{о)!(с':' с.]!}'1([{'[}' [{р|1з1|ако}|

|: ; 
! ( !1 с г]а'})аь! с'!т{}\'] |',{.

}'"}аггрт':ьтср. }:', {[1вн€|1|'1{}

|1сремсн{]ь{х !(ром€ неизвсстнои'

|'ого. что .]{']1!ная задас{а __- ь]е за-

/й; -{ -р с:ов 4-т " 1 , $1п (2т соз х) = 1 и

!{

|{1\{ г1о;\{]бг{ьть!. ]':!!!( :т ;з |-]г:.];ьгт:и}(ст}}с тр[|гоц(}мстр!'1чсс!(!'|х

1 { 11|):}1у1стрь] !]о']}{|' ка}() т [! 1 1 !1|'-! 
|[сссс ])с ![с! !|'!я'

||с}('!10.

1 !с;яс::тртм !]а !ц]имсрах необх0'1!'1ш1ость

;*.3. ( }прч'']ле;1е|! ш9 !!00 1я'!'ия ({||ара р|е1'р))

[};трсг|есссрс1|{с!т11я.:гузбой[,!а.!с}1а]!{чсско;|:!адач11услов|,1е!!рсд-

с'гав'']1яс'гс'| в ви,1с }{.]1!от()1)о1'() 
''3$9[',с} 

р;твттс:ти|! {т (и_]1{'1) нср11венств'

![оэт,ому в дальнсй1!!,*'.' '!'], 
"зада,тс!{ с |1арамс'гра\{г{ буд1с}' пон|'{мать

'тибо уфвнсттг:я, ]ти6о |1сраве}1с'гва' ',|ибо !{х к(]{\{б|4!!ап1|"1и -- сис'гсмь1'

совокуг!н0сти и т',1'

!!ат;рттп1ср,.у"0а!]т!с1'}|ос,\т1:|\1я1|срс1\{е1{|{ь!м'1в1!да'/(',.;)=0бу-

:{сп1с1{и1.а1.ь!!1}Ё{{Ё}{!,1*-!\:|о.!-!{ос1,].гельн0г|ере]\'{с}!!]о!"1"тспара\4с.гро}1-}''

сс.]|и с1'ав|'|-гся условр1е рсш|ить это }равне|1ие относите'пьно персмо!{-

но{! ,т, г|ри ка)к/!.0]!{ /1()пусти|\{ом 3[1ачен}'1и персь'1енной )) и]7р1 указать

!}ско1.0рос[,1}!()я(сс1в0.]на'{ст1},1{!г!ерс\{е[11{0.].!',01!ре;(еляю|цсснското-

Роепо]{\,1кожсств()реш|с[{ий.{^удов']|етворя|ош]!1х]цо|1олн11,!'ель}{ь{мус-
.цовиям.[4ттаттро.;.ив,б1пспасч!|гагь,гожеса\,!оеурав}{сн],1суравг!ени.
см ! .;1в}'мя !!сзависип''1ь1\'|11 псрсмсн|{ь{ми' если г!остав]1ена задача

г:ай'гтт ттарьт 'з:-цачснрг!! !:е1]с\|(:}1|{!'х' у/(0влств0ря1('|||(их ]'1ан1{0[!у урав-

уравнснии,

каж/{ог0 из су1цественнь1х

!]ри'_]! !ак('!|1 1 1()1{ я1 и'! (т{ара \{е']]р)''

1'[1сз.:+зг:с-:г!1\!()с.1ь{1срсмс1].1{0!-1'06оз}{ачс11116}|,19рь,тино\1(пара-

]\1стр)''цсгког|росп{а1.Р}!вас]-сявболь!![14}{ствесоо1.1}с1.ству|о!ц1{хзадач.

Ёаприптер, ес'|и п0с'га{}'11ст|а за/1ача (реп:ить равненис х2 +|= р от-
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жи"":;;1"х:::: ' с парамет Ф0 Р>>,-го независимость пере-
ния |!с мс[.ь[[.{е ,'?".};:;};ж;: не обяза;та 

",";;;;;" 3наче-
значе!{ия. 

-^! у9о!п!1!'а величине' принимающей 
такце

2. <<9ттравляептос

ж ; ж *#:{1?Ё#"жЁж;;#ж;,н:;
мер, в приведенном 

]исимости от значений ,''й ,"р.[.'"й],."''_
'бразом' 

вь{ц1е }?авнении о'гвет заг|}{сь]вает-, 
"'"^^*""|) Ёоти р < 1 , то )фавнение реш;ений не имеет.2) Бс;ти р = 1, то уравнени}о удовлет]ние |терсмоннор] 

-т = (} . 
3оряет сдинственное значе-

3) Ёсли р>1
менной ''='[р1;:::ж: удовлетворяют два 3начения лере*

3. Б подавлядо
дящаяв условие, ж: т;ж:;:;,;}"" некоторая переменная' вхо-

({|'!{]а]ощисся 
словами. 

';;;;;;"::::"]],''''|'*"щом. 
1аковьт задачп, на-

*";#;;*##: #:н::;:* 
йдтатс """']'й; ,,,'"''-

класс 3адач, .,' ""# ^илентифик;;;; #;:нгн: 
"];] ]!#]]#,]}

;ж#-н||х#;::нж:ж;;";?н}#:н#
рьтх функци й и-г.д.макс!-]мр'{а, 

нахождение области ,,',й* некото-
Б этих задачах !

;;:;*ж#1[Ё4:##ж;ж;;ж:к#:}:]
;:н* 

';щ**;р;ж.: 

#н?:}]: ;* й !"Ёр' о. 
", 

,'

11у3а яв ]1 \ю,." .'''].' 
что увеличе"""," ;#;':;;::; ;],.#?*'*]]-

}"':;;ж**#;:;.Ёк;::':';::.тн|*:,:::;
({].!8а?'ь ил'{ у!у!снь||]*'".' 

," уве'/]ич}'|вать, а изме!{ять тта ], ..". у,*''''_
за;'{!1(!т] св0д!.]тся * 

",.'', 

_* кащцуо !10 сво(
ледова нр|ю системь{ ##;,н;'сни}о). 

Ретшение

А сслрт бь:ть совсс.\'{ тот]нь]м' следуст установ}1ть' имеет ли эта
с ||0 |'€]\{3 хо1'я бь; одно ре1!]с}{ие, удовлетворя}ош{ес условиям
:! . -г { .у < а . йож!1о ||ривест}1 ,{ (параметрическу}о> форму;ггтровку.
('у1|(сствует л\4 хотя одно поло)кительное значение параметра, при

'{1)!'()роти 
да|1ная система иш,1еет положи1'ельнь|е ре1пения? йьт созна-

|(']||,}!о не указь{ваем, какая из псременнь{х до]!жна бь:ть вьтбрана в

к:||(сстве параметра. 3то еш1е раз подчеркивает не только независ!1-
[\|()сть соответствутошей перемснно!"{' но и независимость сам0го вь1_

с ;к::ра этой псрсмелтной.
|!оявлснргс парамс'|ра \1 оже'г бьтгь обуслов.:;ено свойствам!,| фут'к-

:д::]1, входя:цих в условис:' [{аттримср. шавне!]!.1с 1/!"' - 1 + соз4"т _- 
!

[з{пх=1
|);[вт{ос}1.]|1,ньтми прсобразова!{ия]\,!и с]]о:1'и1'ся к с1|стсм|с 

{'''+.\. = 1, ^'-

(.-*' ,,-,.
|-1_-_т{!{^''!0рая в сво]0 очсрс.ць свод{{'гся к с,|стсг,те 1 2 '' Ё,п с2
|4х = 2тп

с ]1в}"[4я целоч1|сле}{нь]п{Р| !{арап.|страп{{[ Ё и п, ||оявлятощ}|мися из-за
свойства ||ериодич}|ости с00тветствуюц1их фунш1ий'

}ка>кем е|це т]р!{мер, в к01'ор0м г1оявлсг1!{с г|араметра вь{звано не_

обходимостьго най'т';т 11уть реш.!с}{ия ура!}|{е|{ия' хотя в самом равне_
|]'{!{ парап.{сща не'г.

|!ршлсер. Регцитс }равнснис з1пх + соз24хсозх = '{1 .

[[щь к рс!шени|о состоит в параметриза1(и!| условия задати. Фбо-
зна!!ив соз24х = р ]] 3ашисав г|арамс]ризован}|ос условис в виде
.г:

$!11 х + /)со$х = {2 . мож}|о дв[-{гаться /]алее' вь!яс11яя, наг1р[{мср' при

как|1х з1{ачсн1,{ях пара]\1е1'ра 'да1"1}!0с рав}]с}|ие 14мес'г рс1ше1!1{е.

4. /1аже еди!(ствс|{}!21я псрсме1{ная тта каком_то этапс ре1шс!{ия мо-
>кет'приобрстать стзо]!ст'ва т1ара[{с'Фа. [[ривс:цем с.педугош:ттй пр!1мер.

!!рш.иер. Ре:ци':с уРавнс!||{с 'Б.-.,/п 
,

Реалцелтсте. [1ровсдспт рав1{осиль1"!ьпс пгреобра3ования' рациона1изи-
рую|{{ис да}1[]ое урав}!с1(ие.

(а)
]-\ + у'

1

](т+:)' ["..,6.* 
|з"'=(,82

+(у+1)'=(:+1). [.>0,='{<э1 _
[5+.'::+т=х' '-з)
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€.дсдулощим 1пагом )Фавнение сис,
уравнению 4 степени ьида х^-10х2 *'гте&|ь1 

приводится к общему

]],];1,']}*Ё*' 
**'* ко р н ей ""'' ""| ?]; ] ;*?#]"#;т ж

тР}4оемок и долог. 
)определенньтх коэффипиентов' однако .'щ, ,''"

Аругое дело, ес,
сительно символа ,;;];ж1#н:"'оФеть как равнение отно-
ра, а 

^символу 5, напротив' 
''пеРеменной 

статус парамет-

5+;г= 5, -2.х,.''*] "';':/;;''., " /]'т! переменной. 14меем:

ми}тант этого урав н ":';Р': ";'].:;:. 

*') 
= 
' 

;"';;; дискрц-
ь от параметра!).

о (х) = (э."' + т)' _ +(*' * *) - 4*, + 4х +'; = (эх + л), .

€лс]{овательно' это уравнснис .,тегко
сиьтвс:ла5. 

/г$у!!!!!(!! ;лс:ко !03!€ш]ается относительно

6;Б= ге)1'-,. [-, /', [/]=,.- |:+$!*=''-1.--,, -',с'][5='(]гх-(*'-:)' -||:=* --"

[[5-*'+*+:
/{альнейгпий ход регшен_ия этого уравнения прост.[1одводя }1тог, п{ожно 

"6'р*у''р'вать определения.()преёелегооае 1 г1арамеф; ;;;;;;;величиг{а' входящая в условие задачи',]|1'"'''исимая переменная
се ре|1]ения' (управля}ош]ая)) 

ре|]{ени"^. .##]'"ля|ощаяся 
в ттроцессс

Фпре0е..летсне 2. '.

1шения которой .'"'_т,' 
условие которой содер)кит или в ходе ре-

/,ж}#*;;{#:;:;;"'н#н;}жт".:::жт
_ Бведенное определе}{ие параметра
простсйтшие' но весьма -;;;.;::::".1|] "':''ляет сформулировать
вия. 

ма важнь|е Аля д3д5ц9;[1его г]оним 
',^" ","'"'-€ледств!.{е ]. Бсе велт!чин\,!,входящие в ан;ш!{тическ0е вь]_::ж:;#н;:ж е задачи' ,','|''"'",' .[ся надве категории:

назь!ва}отся велит|инь[' значения ко-
условшях лтобой задачи' использую_

Флэре0е.т енне 3. |1остоянньпми
торь|х оста|отся !{еизменнь!]!{].' в
щих их.
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3амстим, что испо.,|ьзование в качсстве идентификагора постоян-
::сл!! всли.тинь| чисе'| не обязательт;о. |1остояннь|е величинь! мог}т
с;[|с;значаться и буквами.

€ л е д с т в и е 2. 0бъявление тех или инь|х незав[{симь!х пере-
мс!|нь1х искомь|ми или параметами о1треде'|яется ли6о условиями
'!1}/{ачи' либо методами' используемь!ми в ходе ее ре11]ения.

€ л е д с т в и е 3. -|[тобая |1ереме}!ная, входя1]]ая в ансц|итическое
!!|)!ра}ксние, зада}ощее условие задачи (и' как мь| видели' не только
!!сременная), моэкет бьпть объявлена неизвестной (арцментом).

6ледствие 4. Бсе оставц[иеся переме}|нь1е объявляются па-

|)амещами, которь{м (11рисваиваются по р{о']]чанию) некоторь|е чи-

с;!овь!е значения' входящие в область определения аналитического

|]ь! ра)кения' зада}ощего условие задачи.

4.4. 0сновнь[е понят|{я'
связаннь|е с определением параметра

€лед}тотт1им ш-|агом является введе!{ие понятий, непосредственно
опира}оц{ихся 1]а опрсде"]'1сние (парамеща)>. 11ервьтм пз них является
понятис (допустимого значе!|ия парамеща). Булем |7сход|1ть из сле-

дуюш{его определения.

Фпреёеленше 4. !оттустимь!}| значенисм г{арамстра булсм назь|вать

такое его значен}!е' при котором область определения данной задачи

ссть непустое мно)ксство.

Аршими с]!оват\{и: значение парамеща считастся допустимь|м, ес-

зти найдется хотя бьт один набор значений других персменнь|х' вхо-

дящих в условие данной 3адачи' при подстановке которого совместно
с заданнь!м значением параметра в ан.шитическое вь|ра}кение' задаю-

щес условие, оно (вьтражентте) :амеет с[{ь|сл.

11риведем ряд примеров' пояс}{ято1]{их данное понятие' |!ри этом
булем считать, что переменнь!е, входят1!'р|с в соотвстствующее ус'[о-
вие, шринимают действительнь|е зна!|ения, и в ка)кдом примере' сле-

дуя тради|{ии' в качестве ттскомой вь:берем персменну1о х.

[1ршлоер. Б уравнентти ах+ 1= 0, рассматривасмом от|.{осительно

переменной -т' до{]устимь1м является любос дсйствтттельное значение

параметра а.
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1ршлсер. Б неравенс''" !> 1 допустимь!ми являются все дейст-
вительнь!е значения паратиета 4' кроме 4 = 0.

!7ршлоер. Б уравненгги /]1!* ".Б11* с = 0 допустимь{м являстсялтобое значение парамета' хотя для ка

:ж*, "'""''" перем енн ой,'', *"&""; ;;;н "#;ж ;;3;
!|рсолсер. Б равнении 1{х +1о9'(х _3)+а=0 мнохсество до_пустимь!х значени"
Ф пр е ё е л е н ш" 

': 
;##;у;:"."

торое множество, назь]ваемое ',,*".'#1й:ж:1 :::;:#; н;_метра. !алее булем обозначат.ь это м!{ожес.!'во {),, .

|1равомсрен вопрос: ес.}|!1 значе}{ис парамстра не входит в областьдопустимь!х 3начеЁ_ "

метра задач" 
'" "']]];]ж;;;; 

ли это' что !|ри таком значе|{ии пара-

"";1х";:ж: 
ес,!и 3начение парамс'|'ра ||е является дог1усти-

нии реш!сни'''''"*{$,1,',|н ;#?жъ;ж';'#ж;:]
ч'го сама 31д4с14!{е ип{еет смь|сла.

Фпираясь на |}веденное понятие области до!}устимь{х 3наче}{и|-1парамета { ' можно ввести погтятие об.г
или нерав е}{ства с 

"";;:; ;:- :: ::"асти 
опре/{е ! 1с*||1 я }?ав }]ен ия

пусть г ( *' ,|; ;'н#;;:,:н1ж;ж 
дан но й з адачи, пред-став,1енное в виде шавне|{ия' неравенства, их систем и]]!.{ совокупно-стей. |1усть ае [,, 

- одно из долустимь!х значений парамеща. Рас-смотим частну}о задачу Р(х,а)у0. [[о о]1рсдс.||с}{и]о до||устимого

;ж;:}':::}ж"у:1у хотя бьт од}!о значенис пере]\{с.{н ой, прпт

во до]1устим",*, ,"';:.1::::^:'"* 3пРеделе"о' Фбозна чим множест-:н'.|'' псрсмснътой д;тя
как ,{* 

'!'!!! '!9Р!]ис[1[!0ц для частной за/{ачи Р(х,а)м 0

определения задач|, Р (х,а)у0 отно-
параметом 4 назовем множество

|[ршлаер. Б неравенст 
"" 

* * , _3=> 
0 допустимь]ми явля}отся л1о-

х_а+3
{)|'|с значения параметра а. Фднако при каждом 0 = с{. значение пе-

1тсменной ;г=с_3 не входит в область дог{устимь]х знаяений пере-
мсггной для соответствующей частной задачи. €ледовательно,
с;бластьто определения данного неравенства является множество
т;,. (х,а)= л' \ {(',,) |(ма с п)(х +' -3)\

!ррими словами' областьто определеЁ|ия данного неравенства
с.пРкит плоскость (, ;"), кроме точек' принадлежащих прямой

-т-а+3=0.

|1ршлаер.Рассмощим равнение !'=' *,(, -') = ''а\а_2) х+а

!опустимь:е значения параметра

о,(")= (** ; 0) !.](0 ; э)| (э ; + *),

а область определения уравнения задается следу[ощим образопп:

|, (х,а)= 
{(." 

' 
а)| (м а с о,)(х * -')\ .

Б этом случае из плоскости (а :.т) исклтонег{ь| прямь|е заданнь|е

уравнениями а=0,а=2 и х*а=0.

4.5. [1онятие ре[|!ения задачи с ||араметрами

!{ак бьтло указано вь|1пе' под понятием (задача с 11араметрам}!)

булем понимать условие задачи' представленное в виде равнений,
неравенств |1ли их сис'гем' совокупностей и т.д.

||роведепл анализ понятия (ро!цения задачи (равнений или нера-
венств) с парамещами' приведеннь!х в р'вличнь!х 9й( по матема'ги-
ке. €ледует отметить' что в больгпинстве своем это утсбники для у'-
лубленного изу{ения математики.

Б щебникс [87] указано' на!тример, что <Ретгтить )'равне|{ис с па_

рамещом -_ значит для ка}(дого з({ачения парамеща гдайти мно:кест-
во корней данного уравнения (это множество может бьтть и пустьтм)>.

Б приведенном определении ничего }{е сказа}!о о допуст]{мь!х значс_
ниях парамеща.

Б утебнике [14] указано след}'!о1цее: <[[ри ретпении таких уравне-
ний (неравенств) надо с}1ача'|а найти мно>кество всех допустимь!х

Фпреёе:аеотие б. Фбластью
сительно поременной х с
о'(х,а)= 

[-,1| (*,х")
в€о 

л
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зг'ачс!{ий парамст11ов, ?} :.!атсм разбить это м}{ожес]'}]о на част|{, в каж-

/1ои из к01орь!х отвс'{'!3ь|р0кается од}!ой и той жс с!ункттией чсре:] па-

раметрь!).
3 данном ог1ределенит.{ присрствует понятие (до|]уст|{мо|'о зна-

,!сн!.|я г[арамс'1'ра), од|{ако /{о{1ускас'гся слсду!ощая отшр;бка: ре}]]ение
задачи отн}о;1{ь 1!е вссг]{а вь!ра)кастся футткшисй от парамстра. |"{апри-

]\1е}-). рс!шс]|'!сь{ )|р;,}в!!с{,':я |х -. !| + |'т 2|'= ,, ,р'^ а .. [ с.,г}тс*{'г ;:г<-лбос

з||;}!{(-]нис лтсреп:с;;ной 1 5;г 
-< 

2 . 3то рсш|сн[.{с г{с яв-г1яс'гся ф1'тт;с:т;лс!|

.т =.т(а) .

3 унебнике [68] ог'грсле"пс}{ис (ре1ше{]!{я }7рав}{ен}1я с параметра!!{и)
звуч}|т с'|еду}ощим образош:: <Бообгг{е ре!1|!{ть уравне1{ие с парамет_

ром _-')'1'о значит установить соответствие, позволяюш1се для ллобог'о

3|{ачсн'!я 11арамо'1ра най'ги соотве1с'|'вуо|11со }1!{ожес'''во;<ор::сй>.

|)"т'о отлредс_цен!!с с0/{с1)жит с.](ов0со\!ста{111с кд.'тя лгобог$):, ,1'1''

г!риводи'т к вк,|!!о1{с|!'[!0 в рассмо'грс[!ис [.! тех з11ачс+ги;:| параптетров,
!1р'{ ко'|'орь1х 3адача г|с }{мсс'('смь1сла.

|_!рл;вс;:сп: с'1{с !!сскол1,ко 01!рс/1е-|1с}{ий, [{р}1Бс.](с!!}!ь!х в !10!|у.]{яр!!ь|х

:-тосстбиях'!о ${а'1'е\{атике /(л'{ абит'ургпсг лтов' ! {ос1 уг!а!ош (их в в}'зь1.

8 клти;'е к5 14:за:{ач с ]1аРаметрами> [120] ска]а||о: <[1о:т за/|ачами
с парамстРа\{и поЁ{има}о'1'ся за]{ач!{' в которь{х технически{! р: .:лот':.л,то-

скг-.г!| хо,:1 ре11{ег{ия и форма рсзультата '.}авися'г от входяш{}|х в условис
всличи1!' чис]|сн}{ь!с:]}|а!!ения которьтх не за]][1}|ь| ко1{ктетг{о. 1{0

]{о-|1)ф(}[ь| сч!.1'гат!;с'| !.{звест}!ь!м}{' 3ти вслртчи!]ь! }{а3},!вак)1'ся 11ара\'{с'}:.

рам!1 и могуг !|рт{}1|.|мать' вообтт{с г0воря' произволь||ь!с з}{;|чсг{1]я..,).

0тличнь:й от }4н1'}лит}'вного подход к г]оняти|о ({зада!1а с параш,'с1'-

()аш{и), в (*аст||ост'!.| к шавнен!{ям с параметрами, :трс,т.:тох<стл А.|-.
1т{ор]{ковинсм т.п 8.А. [-усевь:м в книге [29]. (лелуст'()тмс'ги'гь) что оп-

реде.'|сн}те дается ли11!ь 0т|!0ситсльно шавнсния 6 11,,1г:о!! псременной

'! 
одн;{м парамсщом. {1ривслем ]ца|{ное та1\,1 опрсдслс}1ие'

к1[усть дано равег]ство .|'(х'а)=0. Бсли став{|т(]я за!!ача ]1ля ка-

ждого дс!"{ств|]тсльного 3!!а1{ения ц рс!1\ить ]'г() уравнс!{ис о'гн0с}.{*

то'{|,но.}:' т0 урав|{с*тие /'(т,а) =0 назьтвастся урав|{ен||ем с !]сре-

меттной -{ }| |тара!'|стром ./. Ретлгтть уравнснис с п[1раметром _-.. это
з|-|ачит, для ка)!{до{'0 з|]ачс!1ия а *уа{ут'и з||а|!с|.{'{с .т' удов.1|етворяю|цес
:; | оп1у уравне1{и|о).

(утдсствент;ь|м о'{'л|{!{[1ем от предь|А}щих опре]{елсн1.{!"{ яв]1яется

то' что уравне}{ис /'("',)=0 рассмащ!твается как уравнение с дви!{я

!8

|'):|!}{|о!|рав|{1'м|'[ 
псрсмс1{нь1ми' и' кро\4с того' став]',1тся за]|ача нахож_

1(('|!1{я рсшения |'{сх0'1}|ог0 урав!|е1!ия для каждого значе11ия парам0'1!

1'т;:. 0дъ:ако требова1{]1с указа'гь реш|ен}!е для каждого действитсльно!'о

!!|1!чсния 11араметра [1риво]1и'г опять_так11 к тому' во множество зна]]е-

::гт!! ттараппс'г}})а, ттри кот0рь(х шавнснис [|с имест реш|ен|]с' вк''1ючастся

!! ]\1ножество 'гох значснит!' ттри ках(|ом из которь1х задача вовсе не

()! |[)сде.цс|{а.

1]сс задачи с парамстрами де'пя']'ся 1!а два класса (1]о услови|о)'

!} одтлом }|з них став![тся ус,|овис оть'|с]кать ре1шенис задач'1' а во вто-

})()п{ 
___ о'|'ь!ска'гь 1{ско1'орое |1('1мгто}(сс'гво д0пус1'р1\{ь1х значе1ттдЁ: па-

1)а}|0гра |'1'1|}1 пара!у|с1р(')в' пр!{ ка)ь;]1оь{ из которь!х со[|гветс'гвуюш{ие

]',,:,,,"'1'," за]га'тг'т с'бл|1.]{а](')т указа|{гтьтмтт с;зс'у}!с'гв:1}"{1'1"

1{с:гтя.гт.тс 1]е!!|с!{!{я за'(ачи с !1ара]\',|етр()['! 11л[1 [|а}]аш1етрам!{ естсст-

!]с||1!ь|\1 образом ]{олж1{о бь:т'ь сфп;рмулирова}10 д]1я об0их кл;1ссов за-

.гач' [] с00'гве'1'с'гв!{и с г1ост.|}|овкой| заца]1ия (рс11!и'гь ]адачу с |1ар|1_

\,1с'1ра\.{и)) мох{}{0 сфоршту;тировать слс'1у1о1!\!{м стбразопт: реш]ить

}а..\а.ц с парамс'грами ---'это значит: !]ровести классификат{ито сово-

к}п]1ост[{ всех полу{а|01]|'ихся част1]ь[х в}{дов данной за]{ачи' най'ги

всс ес обш].ис ре11]е}{|'|я !{а соотвстств}то1цих об'гтас'гях до|1устимь1х

';г:ачсттий т]араме'гров, вк''{}о!{ая и те' при которь1х задача ре!||ений не

[{мсст-
()преёеленше 7' |>сшттггь заАач} с |1арамстрами это 3на'{1'{'г' уста-

{|овив м}1ожоство до!1уст1{мь|х значе}{111'{ 11ара\{е'ц]а Р, ' регшить ка:к-

11ую 11астнуц1 з},!!19!э по]|у1а}ош1ук)ся |1ри ка)кд0м !|з'гак14х значений'

]|':;я второго класса за]1а!| понятие (рсш]и1'ь соотвс'гствующую за-

дачу) ''_ это значит: най'ги ((о/{\{ноя(еств() до11усти|!1ь|х значсттлтй гга-

ра\{етра. при ка)кд()м из ко'|'орь1х ре!||снис 'татст'т(ой задачи отвечает

ус.](()вия['| за/1ачи.

Рассш:отрим нсск0'1ько т1р!тмсров' и']1]!юстр|'|руюш{их опрсделснис'

.. 1'''.1"'-"'
!!1'ллллоер. Рсгшите с}{с']'ему уравнсн{|и 

|ц, * _,;' = о
и \ка)китс сс

рс[шс|{ие 1]Р|| за]1'а{{нь!х :{1{а{1сниях пара}',{стр()в ' = ^|1' 
ь = 4'

Рецхегуце. Фбластьто до]|ус'ги]!1ь|х з}1аче1]и}"| пара\1стра являетоя

*,'*""].*' 8,(а: ь)=\(а; ]')1 с с /{, 0 > 0}'
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Бсли значение парамета 6>2а2,1'о мно)кество ре||]ений данной
системь| пусто.

Ёсли значени'{ парамеща 6 таково, .по 0 < 6 < 2а2 ' то ре1пени'{ми
системь| явля}отся координать1 точек щивьп(' заданньп( парамщрически :

"!Б 
* (

!х=
1'|
['=

'|Б 
_

"/Б _ 1Б*

-1Б * _.|Б -

|!ршллер. }ка:ките все значения парамеща' для ка)кдого из кото-

,,,,,* !.р'""*тство (с-1)"'- (з- а)х+2>0 верно для лтобого значе-

! !||я |1сремо1{:-:ой х.

Реоценосе.0тметим' что не ставится условие нахо}{дения общего

|)с!||снр{я. 14скомьте значеЁ!ия шараметра задаются системой

{сл-|>0, [т.'.9-4'|1] <э! -
]{'-э)' -в(с_1)<0 [а>9++^/3

1акимобразошл:необходиморазбитьобластьизме|{ен1{яг|арамеща
!!а у{астки' такие' что при изменени}{ г[арамеща на ка)кдом из них по-

.]!учатощиеся рав]{евия ш{о}кно ре[пи'гь одним и тем >ке методом' 9т-

/1ольно для ках(дого участка ]{аходягся ре1цения равнения' вь1ражен-

|!ь!с через значения пара\{етра' {4спользуемь|с 'ц'!я этого г{риемь! в

('0(1ности таковь|' как и при ре|1]снии равнснгтй с чис'1овь|ми коэффи-

|(}!снтами. 11оскольку каждь:й из методов представ'1яет собой последо-

|}ательность опредслег|ньтх действий' которь[е могг' вь]пол1{яться по-

Раз!]о\{у в зависимости от значонит! парамеща' то вьлбраннь!е первона-

ч&,'11,но у{астки его измснения в процессе ре1шения могщ дробиться' с

'гем, нтобь: }|а каждом и3 н!{х рассРкдения проводились единообразно'

1'стшс}диезадачисосто}1тизспискаРас.гков|,!з\,1енснияпарамет.

расу1(азанисмдляка)к/{огоу{асткавссхкоргте{|урав}{ения.€]тож-
ность задач с параметром зак]|ючае1'ся в 'гом' что' как правило' вме-

стс с !{змсне!{ием (|арамсща ш{еня1отся 1{е только коэффишиенть!' но

и ряд других харак'гер1{ст}1к, связан1{ь]х с парамстрош{' 1{ак указь:васт

вл. голубеь|22], ((в ответе ]{ля лтобого дог!устимого 3начения пара_

метра псречисляемь]е значсния искомой переменной долхсньт бь:ть

р*'!',',!'. Фбьпчно это приводит к тому' что шри разнь|х з1{ачениях

г|арамстра приходится использовать различнь!е методь| реш|ения'

$ 5. |!онятие обпп{его ре[шения уравнений и неравенств

с параметром (параплетрами)

5,1 }равнение с од::ой ::ерептенной и одним параметром

}равнения |'{ неравст{ства с парамещами вь|стуг1ают как объекть:

.'',*,''^*''т] бо-цсе обгцего характсра' не)*(сли обьтчньте уравнения

инеравенства' составляюш(ие соотве'гствующу}о методическуо л!|-

н}1}о 1!]кольного курса матеш|атики'
91

х=

у-

х-

у=

2

-1Б *^!;; _ ь

зг!ачении параметра п!'.

в частности' если ,,=11, ь=4, система приобретает вид

|*' + у' =2
] . . ) и может бь;ть регшена обьпчньппти мето]1ам![. Регцением

[(х +1')'={

частной системь] в этом слу{ае булр парь: нисел (*1 ; *1) и (: ; :).

|!ршлвер. Регшттте неравс1{ство :,_1>0 и ука}1(ите его ре1цение|п-|
при 3аданном значении парамеща уп =2.

Ретценце" Фбласть допустимь|х

{тп е Р|тп *|} .

Ёсли тп >1, то для лтобого такого значения параметра ре1{]ением
неравенства является всякое значение переменной х' принадлех{ащее
интервац (тп_\; +о) .

Бсли тп < 1, то для лтобого такого значения параметра ре|шением
неравенства является всякое значение переменной х' пр}|надлех{ащее

интерв{}лу (*"о ; г: - 1) .

Б частности, 11ри задаг{ном значении г|арамеща тп = 2 парамеци-
ческое неравснство обращается в линейное неравенство х-1>0 с

одной неизвестной х' йножество его ретлений - 
интерв!ш (: ;+"о) .
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Бо-первьтх: всякос уравне}{ие или нераве|{ство с г{арам9щами есть'
с одглой сторонь!' уравнение или нсравснс'|'во с 1-|есколькими независи-
мь!ми переменнь!ми' а с Аруго:1 -._ беског:счн;ш! совоцпность частнь|х
равнени,-1 и'1и неравенств. [!ахохцение ре11-!ен [1я уравнения и]1и нера-
венства с парамещом или парамещами означает ре|{.!ение каждого и3
част}{ь|х уравнений или неравенств соответствующей совокупности.

Бо*вторьтх: метод ре1пения }равнения или неравенства с пара1\{ет-
рами включает методь] ре|']ения частнь{х уравнений или неравснств в
качестве частнь1х случаев' моментов исследования;

Б_третьих: понятие ре1]]ения уравнения }1л[{ неравенства с пара-мещами претерпевает существеннь|е изме({ения с изме[{ением коли-
чества переменнь!х:

ре11-1ение частного }равнения 
- 

координата точки тисловой оси,
общее рс{|]сние шавнения с од}{им парамещом 

- 
координать! то-

чек линии на плоскости;
ре1_{_!ение частного неравс1{ства -- координа1'ь| множества точек
числовой прямой, ре1;|ег!ие неравснства с 0д|{им парамещом 

-координать! точек области на плоскости;
ре1шение шавнен}{я с двумя переменнь1ми 

- 
координать] точекобласти на г!лоскости, общее решение 

'равнения 
с двуия пара-

мещап{и 
-- координать1 точек областп в ]1ространствс и т.д.

Фсновной класс задач с параметрами сос.гавля}от )фавнения' нера-
венства' системь| относительно одной неизвестн0й и с одним пара-мещом' а также задачи' к ним сводимьте. |!ростейтшей задачей являет_ся )'равнение вида /(х,,)=0' Бнося коррективь| в определение
йорАковина А.[. и [усева Б.А., приведенного вьттше [29], имеем: <Бс-
ли ставится задача для каждого з{{ачения []араметра а е Б, ре1пить
полу{ающееся }равнение относительно ,' то уравнение /(х,а)=о
назь!вается равнениеп'1 с персменной л и параметром а. Ретпить рав-нение с парамещом - это значит' для каждого допустимого значения
а найти все значения х' удовлетворяющие этому шавнени!о).?аким образом' уравнение /(х,а)=0с параметром 4 и перемен-
ной -т рассмащивается как абсщактное понятие - результат обобще-
ния по двум су!цественнь{м признакам [23]:

чисел'
содержащий з}{ак равенства :.

' поставлена задача поиска множества регпений на всех
4 =&, 1€ Р.,.
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3адача поиска мно)кества регпсний .{а всех прямь!х 4 : с! превра_

!!1аот шавнение с дв}"!{я переменнь1ми в бесконеннуто совок}пность

'!;!с'|'нь|х равнений / (а,х) = 0 . |4так, в самом определении уравнения
(] |1арамещом зафиксирована связь общего и конкретного. |1оскольку
1!;|стное уравнение ./(.'')=0 получено из }равнения с парамсщо\'1

/(а,х)=0 для конкретного 3начен}'1я ст:с[ паРа\{етра' то метод ре-

|||сния уравнения 1 (',") = 0 получается как частнь:й слуяай обгцего

мстода ре1шения }равнения [(а,х)=0. |[среход от об:цсго и абст-

рактного к единичному и конкретному как к частному проявлени}о

с;бщего характери3ует весь г{ро1{ссс ра'зв\4т|1я теории уравнен;тй с па-

Рамещами - процесс восхо)кдения от абсщактного к конкрстному'
9же этот факт поднеркивает неэмпирическую сущность )равне1{ия с

.!араметром' поскольку (вь1ведение возможнь!х частнь1х сл),чаев из

:пскоторой всеобщей формьт по опредсленному закону харак'гср|'|зует

с[ункшионирование в мь11п'{ении собственно теорет!]ческого !1оня-

'гия>[30]'

Бведенное понятие уравнен|1я с парамещом имеет тесн}'ю связь с

другим теоретическим понятием - понят'ие}я функпии:
- форма.л:ьная запись урав[{ения относитель}1о указанной глерештен-

ной с парамещом определястся явной или неявной фут:кшионать-
ной зависимость}о от }|ескольких псре1\{еннь!х' т1арамещич9скому

г|редставлеци1о зав1{симости соотвстс1'вуст парамстрический вид

уравнения;
конщетньтй вид 3ависимости позво.,1яет вь1де.]1ить соо'гветс'гвую-

щий вид равнений;
в процессе ре1||ения шавнения с параметра}1и существсд1ну1о ро.,]ь

ищагот свойства ф1нкшии, задагтной 11араметр[1чески.

Абсщагируясь от вида конкретнь!х уравнений с парамещами' по-

ставим задачу вь1яв]!ения внуренних систе\{нь1х свойств шавнения
/(х,")=0 с параметром в их закономернь!х взаи&&1освязях. |1ом:дмо

абсщактного свойства, вь|ра}кенного предикатом раве!'{ства, всякое

шавнение с парамещом характеризуется множествош| реш:снгтй. 3'гиьт

свойством обладатот и частнь|е }равне!{ия. [1огтятие равнос[{льности

уравненит! и равносильнь:е преобразования опять }ке связань! с н'ш]и-

чием или отсугствием ретшений. Ёа основании )ка3анной вьттле связи

общего и единичного вводится поня'гие общего ре1шения.

прямь!х
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Фпреёе;тет;ие 6. €оответствие х = х(а) назь|вается обтцим рс1|]е_

нием равнения .[ (х,а) = 0 с ::арамещом 1} и пере]\{енътой -т на мно)ке-
стве допустимь|х з{]ачений параметра' сс.!]и для ка}(дого 4 = ц ||з
мно:кества до!]устимь|х значеттий парамс']'ра |,, лтобос з}{аче}{ие

х = ;г(о) являстся рс!{-(ением соотвстс1'ву!ош{сго частного уравнсния

,/(х,с)= 9 "

[]олтятгте обгцего ре1ше}{ия уравнег|!.1я с !]араметро,*,1 -- 'георе.гиче_
ское понят].{е'

Бо_первьтх' в нем осуцсствлястся обобг:цение в}{}трен1{их качеств 
-рсгпений частнь!х равнений /'(','')=0, :;е:тосредствен}{о не вос-

{1р'{нимае\'1ь1х' явля}ощихся {1роду(|'ом у\4оза|{.'{1очет{ия' полу{аю1{{их-
ся опосре/]ованнь|м п}тем (равносильттьтми прсобразованияпси).

Бо_вторьтх' совокупность обтц;.тх рс:т:лсттлтй [озво]1яет г,роводить
классгтфгткат{и}о частнь|х урав1{9т{ий пст т.игташт' .го есть ос)ддествлят|
дед}ктивньтт! переход от абстрактного к ко| ! крс.!'[{ому.

Б-трстьих' 1]о]]я.гис об:-т{его рс1!]е|(ия |.{1рас1. ос1{ов|{у1о ро.]1ь в про-
цессс исследован]'1я всякого шавнения с |1араш1с.{?ам![.

Фдг:а из важ}|с!"{тших особеттностей г:олгя-:-;:я общсго ре|шс[]ия со-
с'гоит в том' что в процессе исс.цсдоваг]ия }рав!!с1!!.1я с параме1ром мь]
}{меем дело с реалт'г{ь{ми, чРствсн}!о да]]|{ь|ш{и !|аст}{ь|ми 

)равнения-
ми. ]1онятие общего ре1шения вь{ступает как сд:особ прояв.цен!1я част-
нь|х )фавнений внрри }текоторо1.о целого -. )рав}|ения с парамещом.
<3тот ]1ереход ве{ци в всп{т,' сня'{'ис спе:{г:(:и,гггос.ги одгтой вещ}{ при
ее 1]ревра1]{ении в свое дру-ое, то ес'!'ь их в1{}трс{{!{яя связь' вь|ступаст
как объе'кт те0ретическо:! наутной мь1сл|{>.

кБо-первь;х, эта абсщакц}{я дол)кна ука3ь|вать (наг1равление)
становлс}{ия систсмь!. 3то зт;анит' что ес со]{ср)ка{{ис до]1)кно ре'шьно
соответствовать начащ/ возн}!к}!0вен1{я самого ко!!кретного' начащ/
г{росто|'{у, всеобтцему ...

Бо-вторьтх, содсржание этой абстрак1{!,|и кач0ственно должг{о со-
ответствовать природе всей системьл, бь;ть самой простой |!еразвер-
нугой формой отнотпений внутри целого и его отличительной осо-
бенностью; эта простая форма не зависит от дру.их' более развитьтх
отнотшений |{елого.

Б-третьих, как всеобщая' генстическая основа целого эта абсщак-
ция вь!ра)кает его суцественнь{е основания' сущ}1ость, обеспенивато-
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|!(у|о сдинство всех происходящих его расчленении на различг{ь|е от-

||()с|'|те.11ьно самостоятельнь!е компогтенть:> [30!'
[3 равнениях с параметрами понятие обш1его реш1ения вь1стут1ает

!} качестве исход[{о!"1 содерх{ате.]{ьной абсщакции. Аействительно' в

у|')авнении с парамещами всякое част!1ое равне1{ие характеризустся
м!{о)кеством решпений' каждое из регпеттий по.}1учается как з1{ачснис

с;бгцего ре11тения для соответству}о1цего значе}{}1я парамстра. 1ем са-
п'1ь|м понятие общего ре1шения обладает свойством всеобтцности для
с]0вок}т!ности частнь{х равнений. |1оиск всех общих регше;*ий рав-
!!сния с параметром приводит к нахождени}о всех регшег:ий частно1'0

уравнения. 1{роме того, как множество рештений частного }рав1]сния
!{с зависит от !1оследовате.,]ьности равносильнь;х преобразований, так
и совоку1тг1ость общих регшений на соответству1ощих м!{о)коствах
:зптачений парамещов не зависит от характсра вь|11о.]'1н'{емьтх ;треобра-
'зоваций' 3адача п0иска мно)кества регшений являстся од}{им из абс'г-

|)актнь1х свойств понятия уравнения, поэтому и в частнь1х уравнениях
!.! в исход!1ом шавнении с пара}.1ещами общее ре11]е}{ие вь!ра)кает их
сущс:с'гве!!ное ос}{ова!{ие. Более т0го, вь!деление ти|1ов част1{ь[х урав-
*тений с непусть1м мно}кеством ретшений осу|цествляется на модели
общих рсгшетлий, поэтому имен}{о обтцие ре1пения обесттсчиваю'1' сдин-
ство расч.]1еттегтий исходного уравнения с параметр0|{ на относите.чьно
самостоятель!{ь!е кош1[о1{енть| _._ типь] частнь|х уравнегтий.

|!онятие общего ре11]сния является продуктом ]\{ь[с]1е1{}{ого а1]'ши-

за, поскольку в част[1ь]х }равне}{иях присугству|от .||!1!1]!: 3Ё&т{€!{!{-8

обгцртх регпсгтий, но не сами теоретические объектьл. Б этор"т связи о6_

щие ре11]ения как внугрег!ние' существеннь|е зависимости г!е1]осред-

ственно чувства|}!и восприниматься не мог}т -- <(вн)цреннее о6нару_
)кивается в системе' вн)три !1елог0' в его становлен1.1и |[огтятие

общего ре1|]ения' в от:]ичис от' эмпирических понятий, нс наход1,!'г не_

что одинаковое в ках(дом частном }рав|{ении, а прос]1е)|{}|вае1'взаимо*

связь |{астнь!х уравнений вну'ри !{елого' систсмь|, т.с. в уравнсниях с

г{арамсщом' !ругими словами' содер)ка!!ием данного !10}1ятия вь|сту-
ттае'г объективная связь вссобщсго и единичного>[30].

5.2. (лассь| однотипности част!{ь|х уравппе:тий

€вото з на.тип{ость как исходной содер>кательной абсщакт.!гти пс':ня_

тие общего ре{ше1{ия подтверх(дает в |]роцессе а}{ализа шав1{с{{ия с
параметрами как р,ввиватощейся системь] через сов0купность с0дер_
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)кате.}|ьнь|х абст'ракл:ий вс|1о]\{0га]'сльг1о!'о характсра. 13 11ср}]ую 0чс-

р9,{ь в }т)авно1{ии с ![!1раме'!'ра]\{и как бсс:кот:ечшой совок1пгт:ос'г'{ !!аст-

нь|х )равне]{и|! в ь!]]еля1отся о'1'дельн ь1с'г1 ! г1 ь! :

!{ас'гнь|е урав]{ения' имс)1ош1ие пус'гос &{н0ж(еств0 1)сш[с!{}{,' во

п411ох(ес'гве дсйствитель1{ь1х чисе]! (1рР| .]1[обо[.1 ,{опус'гип{0}{ з}1аче-

нии т(араметра:

частнь1с шавне}1ия. имею1цие }]с!1устос ш{]{0жест|]о рс]1]с1{ий.
{1оско;:ьку }казаннь!е т}{{]ь| час'г}{ь(х ура1]Ё|ен}1й вьтдсленьт тто с!ор-

ма'!ьнь!м пр}{знакаш1' то создае1'ся впе(!ат,]1е!!|1с !{с{1ол},]с}в{.1г'!.]я в про-

цессе 1,|сслсдова]!ия уравнений с |!арап1етрам!{ :)\1!!!{рических о6об||(е-

\1ия и абсщагирова}-!ия. [1ринци:тгтальглт,:пц ш1оь{сн'гом в ]{а[{}{о!"{

с\4туа\{ии являс}'|'ся 1'о1' (ракт, что вь|':{елс![ис 1'}|{{с}в 1'ра:;ттс:т::тт{ с\с)'|;{е-

с'гв-цяс'гся внугри |1елос_г'}](-)с'ги - -д!!|{}]огс) ур!1]||с!||;я с: :тарап:ст'ропс. [[а

мно)ксс'гве т{ас'г[{ь|.{ )равнс|!11й 1.о]]'11'ие обтт1с;'с'т ре{11сния [!озво.г1яст

ввс()'ги о'{'[{о(11е}! ис ]кв |.|ва'] 1с| 1'('| |0с1'!1'

Фпуэес')е:теттт.ое 9. Б }'}})ав!{(]!1|{!' |'(.г.,;).'() г_' тгар:-тптс'!!()\{ .' {1 !'{сре-

;\,(с|{но["{ -т !|[]с1'|!ос \,рав]{с!*||е .,г (.т'сх)- () с: ьтптс:;г<с{'"! !}()п1 рс|!|с}|'1;! ,т., и

1{аст1|ос уравнс!{1{с /'(х,а,) =0 " 
м|!()х(сст'1]о[, рс;шеггл.;й 1,,, |{азь1,]а-

!отся о.'1}!от}!|1!{ь|ь1[!, сс'!11 рс-!]1с}|1.{я ]11!х 1!ас'г}11,!.ч у'1:авт:слтта!! рса.]!|''']у-
}отся в в!|.|{е од}{ого 

'{ 
'гог{) )ке со0твотствия'

|! рш,+оер, Рассмстт1-тим }р11в!|е11ис "т- + ')'т-г с'_'' () .

Ёсли постав-1|е|.|а за.цача ((ре1]!ить \7|)а!]]](')[[||е пр|{ вс0х д0|!ус'11{мь!х
значсниях ||араме-|'ра {-''. то в ]том слу11ас зг||1!{е}.!!1я г|арамет'ра с мо)к-
гло разби'гь г{а'гр!1 об.тг;:с:'ги о](н0'г!]'||[!ос'|'|{.

8о-:;с:рвт';х, 'гс ]|};]!!с!|ия |!а|)а},1е1'ра, л1г!1'! ка7(_цг)!\{ {!з ко'горь1х урал,-
не}тие [!ь1се'|']11ва р;|'}.]1!|!|Ё!ь!х ро1лени'{: с < ] '

во-в'1'0рь!х' з|!а|1сн!.!е ]!ар:]},'!с1'р11 с .. ! , :т]]и 1{(}11)1]0},4 ур[]вг!с}!}{!о

у,(01]лс1'в0ряс1'с,']|{1|с'!'вс}|1{ос з!!а1[1ен}!| }|:-})с-м[}:||{)|!.

8-грс'гт,ттх, ']начо!{]1я па!!)амет'ра с >1. :трт.; 
'.:а)кд()м '{з 

ког0рь!х

урав|'енис }|е иш{ес1' рс1|]ения.
Р1змсг:с;;ие у(:.]|ов!|я _]а]1ач|.| в.|!счс'} !1']\{сгтст{ие сэб.:гзс'.сй о/)11'о'г|{пно-

стР! |[арамс'що|].
'|'ак, тгервоо мно}ксство г!ара[,!етр(}в. 1'е гсх, при кот0рь|х урав{{с-

ние имее'|']1ва раз.,1[|чг!ь|х реш]сния, ь',1окс1' бь;т'ь разбтат'о }{!! более мс]1_

кис к.]1ас]сь!, соглас|{() !4:]менс!]т|ош{у ус.1!овик) за21ачи' [}апр:;псср, |.{0)к!!о

вь!де]{11ть г!одм}{о)(сство з:ла,тс;гртй 1|ара\'|е'гров, {1ри кая{дом из ко'г0-
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|!!'!\ кор!{и уравнсн!|'1 разнь!х знако!}' |10дмножеств0 значс[|ии пара_

п1т'!|)!|, 1]ри котором к()рни больгшс с,{ини1{ь1 !1 'г'д'

|]во:1с;;пгос отнош1снис :)кв''1вш1ен'гн0ст1-{ осуш(сств']1яс'г разби!'ни0

п пл!;с)|(}|1}10€1'и всех час'г[{ь!х равн;н|'|й [{а не!1срссска1о1ц!1ес'] классь! -

!!|!![;1 !|3€1'!1Б!х }рав}1сний с данттьтм множеством общттх ре111сг{ий' 
'га-

!'|!\1 образоп'1, {'!сходг!ая содер)кательная абс'гракц!|я общсго рс[|]е1{ия

':с!|с':.витс.гльносос1.ав.]1я€1[€Ёь-||,1.{€ску}оос1{ову,являстс'!сущ1]ость|о
у|]ав1|енийспараметрами'разб!1ваяабстрак.гное(исходносуравне1{ие)
| |1[ самостоятель11ь1с компот{енть! ('гипь| !|ас'гнь]х равнений) конкрет-

||()го харакгера.
}{спосрсАственно из о1тре]{е]|ения

,тгтс /'(х,':) = 0 шцохснс) {{рсдс.;-.1в}1-гь в

! }!|10|] 111]ст||ь1х уР|1в}{с}1и,!:
1{ас1'!|],1с уравне|{ия' не }1ш1еющис

']}1!1чс} {иях параш{е'гра;

следует' что исходнос }равнс-

ви/{с с0вокут|}{ости с]1сд}'юцих

ре!шсния {!ри всех /10пусти\|ь|х

час'гг|ь!с уравг{с11|'{я1 имсю1ц!{е не более чсм счстное ш'|ножеств0

ре]1!с!!ии;
!{астнь|с )равт{е}{ ия, име1о|цис м}{ожсство ре1| }с|{ий ь!0!цн ос:ти кон_

тиншм.
Б свото с'}чере']1'ь, ] цва 11ос']|о:(1{их 

'г|'1!!а уравг:сни[-т могу[ бь!'гь т&кжс

г}а3]1с]{с{]!,' 1{а б0л ее } зк]'{с |(]]а0с ь! час'!'г|ь|х урав!1с| 1 !1}''

1|аттрттшпср, 
({ас'г1|ь!е урав1|с|!ця' и\1с1о|1{ис нс болсе чсм счстное

\| н 0)ксс1'во ре]ш с 1'!|'| 1:] ) !'1огут бь|ть ра3/1е]{сн ь] }{а :

урав| ] сн}'1я, |'1мею{|{ие сд11нствсн11ос рсш|е н!|е ]

урав1{е!] ия' име}о111ие два разл!1чнь|х ре1пеЁ{ия ;

уравт!ен}{я, и!\{с|01!1т{с три разли{{{{{)|х ре1ления' [{ т'д'

11 асз'н т,те шавнсния' м}1оя(сс'тво роп1 ений1 которь1х итт'1 сет м о]цнос'гь

ко||т1{ }!у\/ш1 мо)к!{о раздел}1'гь с]1едуощ1{[{ образоьп:

- шав11сн!4я '- вср}{ь1е ч}'1с]1овь!с раве11ства' 
'1"е' обраша!о!циеся в

т()}кдсство 1|р}' л|обо[{ 3н}1]е}1и1'1 1|ара\'1сща |{3 м|!ох{ес'гва оР ;

-- урав11с}|ия' !у1но)ксств0м рсш!сний которь:х является луч]

- уравнс}1{']я. \{но)кест!}ошп рсттлент'тй к0торь{х являс'гс'! !||{тсрва_'!'

(-.пс':1уст' ()т1\{е'г1{'гь' ч'!'о суш1сс'1ву{о'г уравнсн!|я промсжгоч!|ь(х

'1'ипов, рс1шс|{1'{я ко'г0рь1х ссть объсди}{ени9 т1скоторого дискрстн0го

!\||!ожества 1! ч!{с.,(ового шро\{е)!(у1'ка'

();ц::ако в !1он'|т!'!р1 обш{'сго реш]ения помимо зависи]\{ост!|

опредс,!як)|]{сй реп]сн|{е ч!1стнь1х \р1}в1]ений' указь!вае'!ся

4-89з0
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общего ре1шения 
- 

совокупность всех значен!{й параме1ров' соответ-ствуощих данноп,гу классу или типу частнь{х уравнений. |1оэт.ому ,0,
мь| также должньт разбить на некоторь]е мно)ксства (однотипности
парамета).

Фпре0еление 10. !ьа значения параметра назь|ваются однотипнь]-ми' если в условиях данной задачи соответствую!цис им [|астнь!е
шавнения принадлежат к одному ти!1у.

Фпреёеленше ] ]. \у{ножество пФамещов. для которь|х !{астнь|е

)фавнения' соответств).ющие им' [ринад'{ежат 0дному т'{пу' задавае_мому условием задачи' н,ць!вается множеством од{{отипности пара-метов.
?аким образом, с ка)кдь1м типом частнь!х равнений, задан1{ь!м

условием задачи' связано множество соо.гветствующих значеннй па-
раметра .* область однотипности. [огда с0воку1ности всех т!1пов ча-стнь!х равнений соответствует совокуп!-|ост'ь непересекатощихся об-ластей однотипности' объединение которь|х составляет область
допус']'имь1х злтачений параметров. Б уравнсг:ии /(а,.т)--0 с пара-
метром 4 и переменной х вь;деление об:тастей одно,гипности осущес.[!
вляется точками -- гран'{[|}{ьтми значениями 11араметра' в уравнении,[(а,6,х)=0 с параметрами а и Б области однот|1!|ности вь1де]1я}о1.ся
л|1ниями граничнь!х значений |1арамещ0в.

|1онятие фаничнь|х значений параметров возникаст }!а основеобщего понятия области однотипности значслл+тй параме'гров' вь!де-леннь]х посредством следуощего абстрактного сво!1ства:
в шавнении /(а,х)=0 с парамещом 4 и |!ерсмс|{ной х значения
параметра' составляк)щие область однотипности' удовлетворя{отнекоторому сравнению в(а)м 0 ;

в уравнении /(а,6,х)=0 с парамещами а и Б
ности значений парамещов задается срав{{ением
Фпреёеление ! 2' [ран*тчнь!ми точками областр:

область од{{отиг!-

в(а,6)х;0 .

о].{]{от].1пности па-
рамещов н{шь!ваются;

- граничнь!е точки множества
парамещом' не входя[цие в 0
изолированнь|е точки значений переменной, яв'пяющей ся пара-метром' не входяп{ие в 0' .
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значений перемет+ноЁт, являтощейся

р:

значения перемснной, яв.гтяющейся параметром' входяцие в Ё' , ь

которь|х 14ли при (персходе)) через которь]е существенного меня-
ется ре1ше1{!{е задачи (тонки бифркашии).
€ущественность }{змснет-:ия обтцего решения может вь!ражаться

!(1!к количсствснно (изменение колич9ства рет:тений задани), так и ка-
|!сстве1{но. ||од качсственць!м и3пценснием ре1шения булем по}'имать
||зменение представления соо'гветствия х = "(,), а е Р,, '

€;тедует отметить, что сами точки граничнь|х 3наче:тий парамет-

|)0в п-{огуг как входить' так и не вход1{ть во мно)коство допустимь{х
;плачсний параметов, что на!тряг\ую слсдует из г{риведенного опреде-
.1|с|{ия.

Фсновой для вь!]{еления (одноти!1нь!х)> значений парамеща явля-
с'гся само условие задачи.

[!рсанер. |{ри ретшелтии }{сравснства ах> 1 щаниннь:м значением
яв]1яется с = 0, входяш(ес в область допустимь|х з|{ачений параметра,

а в ан€ш1огичном неравс}'-*" { > 1. щанитг{ое значсние а=0 }{е вхо-
а

/1ттт в область допусти]\{ьтх зттачений.

|7рш.мер. Ёай:{ите чис.||о ре1!]ений системь: равнет:ий

],!.!*1.''!=.,,
[.'' *.,. = .

Фб.:тас'гь дог1ус'гимь!х значений шараме'гра о',(,) = &. 1-раничнь:-

ми значениями парамеща, кроме а=0, буБу являться допустимь]е
значе|{ия т1арамстра' в которь|х существеннь:м буАет счи'|'аться изме-
ненис количоства рештенттй даттной системь|. 1акглх 3111.191111[ $удет

_25
1'ри'' а = 5' а = --:, '' = 25 . (оличсс'гво ре1цений системьп распределит-

ц

ся следующ;.тш'т образошт (Рис. 12):

оФ

25
4

4*

Рцс. ]2
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1аким образопл, допустимь!с значения парамсща разбиваются на 5
об:тас'т'ей однот}||1}|ости' определясмь!е коли!{сством ре1!]ени["| системь|
|1ри ка}(до]!1 :'.:з значений параметра.

1|ршлоер. |1айдите все значения парамеща а, ||ри ка)кдом из кото_

. (,'-4у=а+1
рь!х система шавнснии

[2х+(о+6)у=6'у5
Ресценце. Б результате исследоваттия данной системь1 мо}кно вь[_

делить два граничнь1х з[{ачения параметра'. а=-2 |1 а=-4 ' в кото-

рь|х кол|{чество ретшений сиотемь| },|еняется' в частности, лри
а = -2 систе},|а иш1сет бсскот;ечно 1\{ног0 ретшений, од}{ако' с точки

зрения поставленного условия! дант]ое значение парамстра принадле-

х<ит к той же области однотиг(ности' что |4. на]1ример, а =| ' 
при кото-

ром система имеет единствсннос з[!аче}{ие' Б рамках данного условия
единственное ре{пенис и.лли бесконечное м}{ох{сство реш!ений 

- 
сино-

нимь|. 1аким образом, частнь{е сис'гемь!, а в|иесте с ними допустимь|е
з1{аче11ия параметр!1, разбиватотся на две облласти од!{отипнос'ги.

11риведсгтньгй пример подтвср)кдает в ь!сказан ное вь!1лс угвер)кде-
}1[]е о том' что: принадле)кность парап,|етров к одной области одно-
типности значений определяется условием г:сходной 3адачи.

Бнугренн*тми причи!{ами вь|деления 1ра}{ич}{ь!х знанений пара-
метров посредством рав:*ений явл'{к)'гся:

во-первь|х' требования равноси']1ьности пр0водимьлх преобразова-
х+ий на определенном множестве значений параметров;
во-вторь|х' исслсдование облас'ги до!]ус'г!|мь!х значений парамет-

ров, д.]1я которь|х обштсе ре1ление х = х(4) входит в область опре-

деления уравнения.
|-лавное ||рсд}!азначенио {'рат!ич}|ь|х 3начс}]ий парамеща _- обо_

собление об.т;астей однотиг{нос'ги во мно)!(ес'гве ]]о|1устимь!х згтачений

1]араметра. Б 1равнетти!.{ с параш4етром м}!ожество действительнь!х чи-
сел, для которь|х существу[от соответству!оц1ис частнь|е шавнения -область допустимь|х значеттий ттарамеща. ||остледутощие абсщактньте
поЁ{ятия граничнь{х згтачений параметра обеспечивагот разбиение об-
ласти допустимь!х значений |{араметра на области однотипности.
[{так' в про|(ессс !.1сслсдоват{ия уравнения с парап{етром ос)ддсствля-
ется вь1чле1!сние тр!пов час'гнь|х равнений с по[{ощь}о абсщакшии
об|дего ре11;сн!'1я !.| вь|де.г1сние областей одно'ги1|ност|{ посредством

100

;:6с.грак.гноп.о по}{ятия гран!{чнь]х зпгачехтий г(араш{с'гра. 11ри этом мт:о_

'(сство 
значений параметра прсвра1цается в модель обтцих рсшенл'тй,

с':бсспечивая ор|4ентировку в пос'{едовате]1ьности эта11ов реш1е1|ия'

Фактичсски уравнение с параметро\'{' как исходная абстрактная

(''{стсма, (в 1|ро11ессе восхо}(дсния превра|цается в мь!слен}1ое кон-

!(ретное, в котором включень1 ли1пь те связи и 0тно11!ения' которь1е

.':.сйс'гвительно вь1води|'1ь1 из его сушдности и вмсстс с тем не о'гяго-

!11а1от его 'р',*',"*!ми, 
побонньтми свойствами и деталями> [30]'

11оследова.:.ельноевведениеабсщакшигтобтцегорс!|]ения,ща}!ич-
!!ь]хзначенийпараштещаформгтруетобгцир]п.]|анрсш|е}{ияуравненияс
||араметром:

в услов}'1ях исходгтой задачи ус'га}|ав'|иваются: область до!]усти-

мь|х значе|]*:й ггараметра' граничнь|с з!{ачония !1араметра' области

од!|отипност[1;
. с помощьго равносиль1{ь1х преобразований на вь!/{елен}1ь|х об':тас-

тях однотипности опредсля[отся обц1ие реш1сния уравнения;

- на модели обш(их регшений пересечением областей с:бш:их ре!пе-

ний устанав]1!{ваются типь! част}тьтх 1равгте+п птт!'

€истема познавательньтх действий вьтделеннь|х эта11ов общего

мстода показь1вает, нто абстрактнь!е поня'гия обш1сго рс1цс1-!}{я' гра_

1{ичнь|х значений параметра (раскрь1ва}от всеобщее сод0ржан}1е

||редметов' 1{риво]1ят их в с{-{стему и образуют теорито' которая соот_

ветствует внгрсннему их со;1ержа}{ию) [23.]' 11оштипло этог0' {1риве-

ден}{ь1е этапь] исс.,1едования созда!от кобтций -* ,:::):чиваемого

целого в его ос}|овнь|х, главнь1х (рас{1ленсниях>' ко'горь|й позволяет в

|.!ро!]ессевосхождениянесбт,:ваться!]аоко,1ь1{ь!ег|утиисвоевреп{е1{!{о
со3давать }|у)кнь!е абсщаю{ии>>' !(ак отг\'1с!|аст Б'Б' ]{авьтдов [30]'

<способгтость в!1деть !1елое раньше его частег'1 весьма важ}1а как пред_

пось|лка, одно из необходи}1ьтх условг:}!'георе'гического 
воспроизве_

дения действуттсль1|ости))' Фтметим' ({то ,[а1]нос замечан1]е как нельзя

лу!ш1е характеризуст систем11ь{й подход и сис'геш|нос мь!!1|'}1сние' раз_

виваемое ре1пснием задач с г!араметрами'

Анализ }равнст{ия с параметром 11осрсдс1'вом введе1{нь{х содержа_

те.]]ь11ь!х абсщакший позво'1яет создать обшхий п;1а[{ исс']]сдования' яв-

ляющттйся внуще1!1{им' идеш]ьнь!м !{ла1{ом' Фт'ранияен:лость г{']та11а

объясняе.гся гл!'1в1{ь1ш{ образом тем' ч'1о в за,1|'[с11 шавнсния с 11арамс'г-

ро\1|1спользовш10сь,голькообшеспо|{я.г!{сс0отвстс.{'вия'1[срсхоАк
конкре.гп:ой:]ависим()сти(.лпит*е||лтс;:-т,ра!(ио||а]ьной,ттока:за'г0л],}{о1",1и
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т.д.) позволяет в теоремах установить все фаничнь!е значен!{я пара_
метра и, следовательно' разбиение области допустимь|х значений па_

рамеща на области однотипности. в результате общий план исследо-
вания ((целостности)) превращается в т1лан исследования равнения
данного вида 

- 
так)ке идеа1ьнь|й' но со значитель|{о боль:лей дета-

лизацией и возможностью его ре{шизации в шавнении ко}{крет!{ого

вида. Фбщий план исслсдования равнений с параме1'ром данного ви_

да и яв!|яе'|ся основнь!м объектом усв0ения. 8 прошессе восхо}кдения
от генетически исход}{ой абсщакшии (обшего реш:ения) к конкретно_
ш:у (уравнени}о как совокупности всех сго типов) установлена внут-

ренняя взаимосвязь введсннь|х пот:ятг:й, получено обоснование про_

явления обгцего метода в !увстве}|но }1аблюдаемь1х 6[19ц13; -*
конкре1'!{ь|х шавнениях с пара}{ещом. ){'казанньлй этап си}!теза есть
3акл!оч].|тельнь]1"' этап }{ау1но-теорстического мь]11]'1е}|ия в процессе

решения равнсний с парамсщом да}!ног0 л;ида. !4сследование про-
цесса разверть]ван!-{я !|ини\1 равнений с парамст'раь{[| с г1озиций фор-
мирования сист9много т|1па мь1::|ле}{ия' ме1'о](1,! ре1шсния равнений с
шараметрами' как результат'гакого исследоваг{ия' позволя1от перехо_

дить к практической реа.лтизат{ии - форштттровани!о матери:ш|изован-
ньтх щебньтх действий в ко.]1.,]сктивной' и:тдиви]\уальной формах и

доведение некоторой совокупност|{ исг{олни'гельских опсрашит! до ха-

рактера свернугь!х умственнь!х актов.

5.3. [!онятие обш|его ре|ше!|ия }!еравснства с |!араметром

Аналогично равнени}о .|-(х,а)= 0 относи'гсльно переменной .т с

параметом 4 неравенстьо |'(х,а) у 0 - абсщакт:тое понятие' харак_

теризук)щсеся !{вумя свойствами.
1. Ё{еравснство с пара}1е'!ра1!1и 

- 
э1'о двумсс:'нь:й пр9дикат на

множестве действитсльнь|х чисе.,'1' содоржащий символ сравнени'{
_ 

, .1 

-, - 
'

2. [\ля ]1а}{ного неравенс1'ва с']'авится задача г!оиска ре|шения для
всех з1{аче}{ий парамеща а: ц .

!1еравснство с парамещом ! (х,а)у 0 самь:м естсственньтм обра_

зом связано с понятием }равнения | ('х,а) = 9 '

Б самоп.т деле: области дощ/с'г}1мь|х з}!аче!{ий параме1ра для шав_
нехтия /(х,а)=0 и неравенства /(х,а)м0 одинаковь|' последова_
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! с.] ||,ность равносильнь:х 
преобразований' упроцаюцих условие' оди-

!|;|к0ва' ,[алее: всяко9 ре1шение уравнения !(*'")-0 опреАеляет лш-

!!!!|9 х = х(а), разбиваюшуго область определения неравенства на об_

1! : !с'ги знакопостоянства'

!!ршллер.Рассмощим' например' неравонство вида Р(а'х) м 0 
' 
гле

!,\а,х) - многочлен от Ав}х аргр1ентов' Ёсли условие Р(с'х) =0

()||рсдс]{яет некотору[о лини}о на координатной плоскости' то множе-

(- гво точек' не принадлежащих этой линии' состоит из^неко-т"р:::--::;

!!с1!т{ого числа областей 6, 62'"''с" ощанияенной линиеи

/'(а,х)=0 (Рис' |3)'

Рцс' ]1

Б л:обой точке каждой из областей многочлсн Р(а''х) отличен от

нуля' т.к. все точки' в которь{х Р(а'х) = 0 
' 
принадлежат щанипе этих

областей.
Берна след)|к)щая теорема' 

у -^---.^ -'^6^т-л ,'а о(
1 е о р е м а' в ка;|щой вн)преннсй точке л}обой из областей

с|, с2,.'.,с', на которь| е !|у||||4я' заданная уравнением' делит плос_

кость' многочле!{ Р(а'х) либо положителен' либо отришателен' '{'о_

казательство теоремь| вь|ходит за рамки кшса средней ш1коль1' однако

се смь|сл достаточно понятен'
10з



]]анная теорема является обобц{ением извсстно|'о метода интерва_
.,1ов рс!{1ения неравснств с одной переменной. 1аким образом, общее

реш|е}{ие неравенства Р(а,х)м 0 образует совок)д]ность тех об.:тастсй,

в которь!х значения многоч.']ена отвеча!от соответству1о111ему знаку
неравенства. !.:тя установления' какая из областей входит в'ц и]1и

и}{).ю совоку!ность, достаточно вь|числить значение Р(а,х) в какой-

нибуль определенной точке этой области. [!ри ка)кдом значении па-

рамеща ше0' возникает !{ас'гное неравенство Р(о,х) у0 относи-

тельно одной псрепсенной, ре1паемое частнь{ми мстодами. йножсство
рс:псний этого неравенства обозначим )(,,. [еопсещическ1{ это мно_

,ксство определяется как мно}кество соответствуюш{их ко0р/{}|}{ат -{

з'онск прямой 6=&, при}{адлежащих соотвстс:-вую]ц}{{\1 об:таст'ям

знако1{остоягтства Р (а, х') .

А:та-гтогично' в неравенс '"" 
1'\"',!у 0 общие ре1шен}1я 1равт;етлий
8 \х.а )

/(х,,)=0 и 9(х,с) =0 определя1от траниць] областей знакопосто-

янства данного вь1ра)кения' |1ри этом общес ре1цение равнения

' /'('х'а)/(',,)=0 будем назь|вать нулями вь|ражсния Ё (х.а)=' ]' ; , '
с:бгцсс ре!|!ение }равнсния в (',,)= 0 назьдвато' .',.'.," ;,';;''.
тествен1{о' что при этом общие ре1|]ения системь! 1рав:тений

[/ {,'"):о'4 . ' нс могут бьтть регпениями нераве}|с'гва. [раницьл облас-
[з(х.а)=6

тей знакопостоя}{ства определя1от и вид общего рс1шения данного не-

равснства.

[1рш"шер. \1айдите все значения параметра а, г!ри которь|х нера-
х_2а-3

венство + < 0 вьтлто.;пняется длявсех.т е [:;:].х-а+3
Реаценъсе. {4зобразим на коорди}-!ат'ной плоскости [й1, заданное

[х*2а-1
системой неравенств ] "-"-з '0'. гр''''цами областой ретпения

!

[1<.т<2
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|!срвого неравенства булщ прямь!е' заданнь|е шавнениями х=2а+3

!| \ = с' - 3 , принем второе шавнение булет задавать м||о}кество точек

|)а3рь1ва. Регпение второго неравенства есть геомщрическое место

|'0!!ск' ординать! которь|х удовлетворя}от неравенству | < х <2

(|'ис. 14).

х=2а+3

х=2
х=1

/.:
/,,'

,'/

Рцс' ]4

1

пр" -; < а < 4 неравенство буАет верно для всех

()паветп'. [-:,*).
[2 )

х е [т;:] .
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1аблица 2

Бь:деление из множества 1-ле[лава 3. Реалц3ацця концепцшш формцрованця
соаерка !п ел ьн о-м е!поа ц ч ес ко й л ц н ц ц

заоач с параме!прамц

$ |. .||инейное уравнение' линейное нераве|{ство,
линейная функшия

Ёесмощя на ка)кущу!ося необъятность области, назь{ваемой зада-
чами с парамещами' не составляет боль1шого труда вь|делить ее

кфундаментальнь|е) образутощие. 3то задачи' приводящие к исследо-
вани!о равнений или неравенств степени не вь1(ше второй, задачи1

г1риводящие к исследованик) их систем и совокугтностей, задази, ис'
пользук)щие свойства квадратцого 1рехчлена' щигономещические
задачи. (оненно, с появ.,|ением каясдой новой фу'*ци" - иррацио-
нальной или трансцендснтной - [оявля}отся и специфинеские, толь-
ко ей присушие свойства' [1ривносящие дог;олнительнь{е условия в

ре1|]ения задач. Фднако методами декомпозиции условий иррацио-
н2шьнь1е и трансцендентнь!е }равнения и неравенства' а также их сис-
темь| или совокупности прив0дятся к исслед0ванию вь|1шеперечис_

леннь!х задач. 1аким образом, благополуние в овладен[|и методами

ре1цения произвольнь|х задач с парамещами возмо)кно ,1и1ць тогда'
ко1ца полностью усвоень! методь1 исслед0вания простей:ших уравне-
ний и неравенств степени не вь|1ше второй.

1.1. Формирование понятия постоянной и переменной величин.
8ьпделение из мно)кества переме}|шь[х парап[етров

-[1инейная функция и .:тинейное урав|{ение - одна из г'ттавнейгших

тем всего курса математики' основа формгтрования содер)кате.]|ьно-

методических курса ма'гематики, в том числе и содер)кате.]!ьно-

п!етодической \[,{ни\4 задач с парамещами. Бведение основнь!х поня-
тий, связаннь1х с {1онятиями (]1арамещ' задача с парамещами' ре|ше-
ние задачи с г|араметами))' в этой теме условно можно представить в

виде таблиць|' каждая стока которой есть некое отобра)кение соот-
ветству!ощего этапа.
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Формированиесодер)кате]1ьно-п{е'тодинескойт!{|1|7иизадачспара.
ме'грами как сквозг|ой ;хтлгхии, т.е. ]ти}!ии' п;рохоляшей чсрез все разде-

.,!ь! |лкольной матема'гики и игъ1ею!цей т:родо.;:>кение в курсе вьгсгпей

математики как .,!инии фтнкшгпй !{сско.]{ьк!|х |1срсмсннь|х, необхолимо

начинать на самом раннем эта(1е, о/{цовремен!1о с введснием основ_

нь|х понятий курса ш;гебрь; и разверть1ванисм др}'''их содер)кательно-

методическ:тх .г:гдний гтреобразоватлпй, линитп равнений и

нераве!{ств. Фпь:т пре:;о/1ава}{ия в 1цко'11е и вузе |;оказь1вает' что каче-

ствоусвоенияматсматическог'оматери[}ласущест.вен1{овь[ищь1вает
от того' ес]{и ка)кдое новое гтонятие' каждьгй новьлй термин вводятся

так, нтобьт бьтла видна его связь с уже известнь1ми понятиями и тер_

минами и чтобь| бьтда понятна целесообразность его изучения' Фдним
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л;'"1'* фйкция и ес гсоме'{'рический образ'

}равнение пря мой как 1-м!-!ц_.]ц9 9щщц
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из основнь[х зако1{0в !|рав].|ль1|ого ь1ь]|!ш|ения яв]!яе1'с'' 3акон 1'оя{дсст_

ва' 1{0торь!й сос'|'оит в том' что мь1с']{ь' зак]1юче||!!ая в !{скотороп1 вь|ска_

3ь1ва}{ии' до']{)кна ос'гаваться (снитаться) неизменно*] на !тротя)кснии
вссго рассужде*1ия, в котором это вь1сказь|вание фит'урирует [85]. 1ем
самь[|\.|, как ||ормативное пра1]и'|о мь]!!]]]ения закон тох(дсс1'ва 3а||реща_

ет' ушотреб;1я'!]ь терминь!' в том числе математичес1{ие> в разли({нь1х
смь!с.;1ах. .1{ругими с.](ова!{и' !1е!!|'зя по]{менять в про|(ессе рассу)!(дения
(мьтш';:ения) какое+:г:бо по1{ятие (и;ти сркдение) другим ттоглятием (или
сркдеЁ|исм)' |{с.]!ьзя ул;ощеб,пять терминь| в различ}!ь1х смь|слах; за-

кон 1'о)к/{ества требуе'г четкос1'и' ясност}1 и однозначности лтонятий.
Ана:ди:] !11ко'1ьнь!х улебников и унебньтх пособий |(оказь|вает' что су-
,|1ествуе1' ш1гто!'о ттонятий, терм}]1]ов' обо:значсний, ко'горь:с опреде-
.]{яются неоднозначно, что, естес]'вен}|о' не м0)кет }{е ощазиться на

ур0в!1с 1!о}[!'1ман!|я зхланий лг!ко.'[ь}!|{ка[\,лтт [67].
|1о:;топту в об:гзангтос'|'ь уч!{'!'е.,1я до,|ж}{о входи1'ь тщате]1ьное ис_

с;|е/г(о1]а[]р1с раз1{иць| ме}к,цу опре/{е,]1е1!иями, обозначсниями' сип''во'1а-

ми 
'.| 

ес'гестве}!нь1ми !!ос]1е]{ствиями э'!'ой разни1{ь!' атакже, конечно'

разработка с0отве'гству|о1!1их разъясгпсниг!. |[оско.::ьку в основс усвос_
ния ;дгобьтх знаний. в то}' чис.|1е и математических дол)кен ,|с)кать
1!р!1||ци!1 !10нима1!и'|' то !{ух(гто стараться избсгать /1вой{{ой термино-
.]!оги!1 ,ц']1я \'|атемат']чсских !то}|ятий, а так>ке двой1|ого смь[сла од1ного
'герп,|ина. [{а:;ример: коэффициент (постоянная ве.,1ичина) и коэффи_
|1исн1' г{р[-| |,р!.1ори1'с'!'}{о вь!делсн}{ой !!ереме|{нс:г"т (велинина псреп{ен-

ная), ретт:етхие }рав!{е|{ия (как ггроп':ссс) и ре1[!ение )фавне|{ия (как ре-
]у.,1ь'|'а'!' )т01'о про11ссса) л.: др.

Б курсс а':;гсбрьт у(!а|]1|,!еся }{зуча!о'|'понятия' о!1ерирую|цие с дву_
п,1я в|.1,{ами ве'(||чи[{ -- 1|()с1]ояннь1ми и переме!|!|ь{мг-.т.'|'ак, {{а1!римср' в

унсбн г.гке [79] сказано: <чт.:с;:овой м!|о)кит'е']ь од1|о1|]]ена' записанно[-о
в стан/1артном ви](е' г!азь|ва|о'т' коэффишиет-|т'ом одночлена>. Ёа про-
тя}(ен}'|и шервого этагла форм}'рован}.1я ма1'сматического язь!ка этот
т1од{хо]1 неукосни'!'е.]|ьно вь1д(ерживастся. Фпираясь на зако!{ тождес']'ва
пос+я'гий [|!5], ш,:ьл счи1'асм' ч'го у'(с на самоФ1 |!ервор| э'гапс р|зучсния

а']'г:'ебрьл ]{ол)к1{о бьггь введег{о и /{а]1сс неукос1]|.|тс.]1ьно вь|/{ерж}{ваться

раздс]!сние вссх ис|1о.]1ьзуемь|х ве.,!|{чи}{ на 1|ос'гоянг{ь|с !! г|срсме}{нь|е

с обязате]!ь|{ь|м указаниет\., то!'о' нто вьлбор и]1ен1'и(рика'гора той и';:и

иг:ой ве';гт:чинь! -- де']|о уча|цсп'ося. ||ргп рассмо1рении обозг:ачений
'гак}!(с с]|едуст упомяну1'ь о'|'от\!' что в г1ракт!1кс ре||]е|{ия |з^да(| п'{о]-уг

вс1'ре({а'гься (и обязатс:;ьно бу.,ту'г встречаться) с'ттунаи ис||о'тьзоваг]ия
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(}|'/(е,]1ьнь|х букв или це]]ого набора символов в качестве идеплт'ифика-

!0ров постояннь1х ве.]1ичин' 'га!кие, !{ак' на.|ример, п , 1п 2 . [с.:ли такое

|)аз]|еление буАет вь::{ерживаться и в дальнейшем, то э'!'о нег|осре]{ст-

|]с||!{о 11риведет к необходимости !1оявления {1онят!1я (||араме'щ).

|1ри первоначаль!{ом о[1ределен''и величинь{' 11ри|}одимом во всех

учсбниках Фсдершльного ком{1.]|екта' происхо]ди']' раз]{еление ве.]]ичин

!{а постояннь1е и 1!сременнь!е. персменнь!е ве.]!ичи|1ь!, в свою очерс/{ь,

\,{о)!(но условно разделить }1а []риоритет!]ь|е .* аргументь1' искомь!е и

0стальь1ь!е 
- 

{1арамс'щьт. ]{анное раз/{еле1{ие мо)кно {|рсдставить в ви-

,(с схемь|' представ]]е}тл*ой гта р!{с. 1-5.

[остояннь:с;

|'2'з'... -137 8'0'12345,...т' е

Рцс 15

[аким образом' !!олу{им :

1. Бсе входящие в данное уравнение или неравеЁ!ство !1ереп4с!|нь1с

равноправнь|' и ка)кдая из них мо)кст бьтть объявлена не!|3вестной
(аргумелттом).

2. Бсе остав111иеся г1ерсме[|нь!е об'ьявляются параш{сщами' ко'го-

рь|м присваива|отся по умо]|чани|о некоторь|е ч}{с]|овь!е значения'
входя1'!{ие в область о11реде'!ения /1анного аг{а']!итического вь1раже[1ия.

3. 0бъявлет{}|с тех ил{{ !!нь]х [!среп{еннь[х аргуме}|таш|и и]!и пара-
метами о||реде.,!яется условиями {1остав.]!ег{ной за/{ачи ! 1ли методами'
пригоднь!ми ,(.]!я ее а|1а]1иза и ре1]]ения.

Реализация глредстав]!е1{ного разде.,!ения мо)ке1' ощабать!ваться в

систсме упраж1{енр!й, |1од0бнь|х с]|е]{у1о!цему:

Беличинь;

! 1еремешньте:

х,у,2,!,'..,а,!э'с,...
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|праоюпенше ]. !кажите постоян1!ь|с и |1срсменнь|е ве]!ичинь|'
входящис в уравЁ1ения.

1) 2х+\=а
3) 5+х=ах
5) 4: ат
7) х=а2х
9) ах-а2 =4-2х

2) а+х=а2х+1
4) ах-6=1+х
6) х= Б_а'х
8) ах-!э2 =7
10) 3- а'х=х_6

€.г:едует так}ке обратить внимание на опреде.]|ения как стег|ени
одночлена' 1ак и с1]епени многочлена с нссколькип{и 11еременнь1ми.
Бр:ест'е с 'градиционнь]м опредс.[]ением стспени как сумп{ь| степеней
входя1цих в него |]ерсменнь|х' вводится опреде'!ег1ие сте|]ен!.! од}|о-
члена и п{г!огоч.]!ена отн0с}|те.,!ьно отдельлдой :]риори.гетно лзьд}{слен-
ной глсрештенной. 3то лдозво;|ит' во-11ервь]х' са|\,1ь{п.1 естес1.венньтм обра-
зом ввест!.| ||онятие сте!]ени це']о!-о а.:т:.ебраинеского шавнсния
относ !1'1'е.']ьно дан н ой нси звес'гной' на!]рим ер' .л: ине йттот.о [.{']] и квадрат-
{{ого' во-вторь;х, соблгоде1' закон тождества гтоп;ятий, в-третьих' со-
блюдет принцип равно|1рав|{ости []срсмег:ньлх. !каза|{!1е 1!риоритс.гно
вь:де]:енной т;еременной (аргумегтт'а, искомой и .т,.;].) предостав|{т в0з-
мо)кг!ость' не нару1пая зако1{а то)!(дес.гва лтонятий, сформулирова,гь
о1|ре]{слег|ие коэффициента одноч.]]ена и мно{.оч']ена как множителя'
вхо]1я|цего в данньлй одноч.]]ен' наряду со стс{|с}!ь[о этой переменглой.
1ем самьлм це }{адо бу:1ст отдельно каждьлй раз оговари,''.,, ,'**' ,',
мь! дело с общим видом уравнс!!ия и]|и с каким_нибу.:|ь конкретнь!м
уравг[енисм или {{еравснство{у1.

1.2. Бве.д!е;:ис понятия урав}{с!|ия'
линейп:ого относи}'ель[!0 ||риорите_г'гпо вьпбраг:пой переменноЁ;

1.2.1. Рассмотре}{}|е част|{ь|х случасв линей:гьтх уравгпе::ий
|{рактика часто с'гавит г!еред нап{и задачу вь1яснить' г1ри каких /{о-

пустип{ь!х значениях {1ереп{енно|"{ или переменг|ь!х ]|евая и |1равая
часть равенства принима!от одинаковь!е з|{а!!ен!,{я. Ёа равегтство в
этом с']учас мь! смотрим как }{а уравнение о'носи'е][ьно уцазанной
неизвестной ве]:ичинь;. '|'ак, еслли равенс1.во ст*7 =10 рассмащивать
как шавнение относительно величинь1 4' 'го .:тег:<о сообр азить' что обе
его части принимают одинаковь{с значения при а =3 . Бсли же а+3 

'
1!0

|{) равенство левой и правой частсй нев0змох{но. т{исло 3 назьтвается
!(орнем )равнения а+1 =|0 .

Бообце корнем уравнения относитсльно заданной неизвестной
1}с.]|}{чинь1 булем н[вьвать лтобое значение этой величинь|' при под-
с'гановке ко'!'орого в шавнение обе части уравнени'! принима}от оди_

| |аковь|е числовь{е значени'!.
Азуяение темь! дол)кно начинаться с ре|пени'{ конкретнь1х линей-

|[ь|х уравнений относительно единственной входяп{ей в них перемен_
гтой. !,ается 0пределение линейного уравнени'{ как шавнения вида

у ("):0 , где т (") - дву{лен первой степени относительно приори-
'гстно вь1де;тенной персменной. (Фпять же совер1шенно необязательно'
чтобьт обозначение это}"' поременной бьтло х). €амьтми прость!ми яв_

ля}отся уравнения' обе части которого явля}отся многочленами пер-
вой степет:и относительно вь1деленной переменной' Ёапример, в

ураьне|!ии 3х _ 6 = 4 -2х правая и леьая части )равне|1|1я - много-
члень{ первой степени относительно переменной х. 1ождественнь|ми
преобразова|\иями это шавнение можно записать в виде 5'т-10=0.
.|!егко видеть' что единственнь|м корнем (или ретпением) этого урав-
нен|.|я явл'!ет'ся чис:то 2.

! гораэкнен шс 2 (формир/1ощее прием мь|слительной деятельности
канализ>). Регш*:тс равнсния относитсльно единственной перемен-
ной, входящей в них.

1) 'т - 5 = 2

3) 2.у -3=3.у -2
2) 2с+3=4
{) 5("т+;)_2х=3х+5

|[ереход от рассмотрения то)кдественнь!х преобразований алгеб-

раических вьтра;кений к рассмощени}о первого вида алгебраинеского

уравнения-- линейного шавнения - при традиционном изложении'
с нагшсй точк]-{ зрения, сразу приводит к противорсчи}о' связан}!ому с
нар}.1пение]!1 закона тождества' которое в дальнейтшем так и остается
неразре1пеннь!м.

Ёаприштер, в уяебнике |68] сказано следующее: <!равнение
ах*Б=0, где а*0 назьтватот линсйнь!м равнением с одной пере-
менътой х (или.ттинейньтм уравнением с одной неизвестной.:г)>.

Формулировка внугрен}{е г(ротиворечива, что приводит к (неле-

пицам)) при ре1!|ении равгленгтй т1,{'гта з(х + 2) = 3х + 6 цли
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1

:

3 ("т + 2) = 3.т .+ 5 . Рептая лсрвое 11з [{их, !ча\11и|тся]!то'|учит с]1еду|ощее:
3(т+2):3т+6е 3х+6=3.т+6€) 3х*3х =6-6, т.е. 0=0. Реш:ая
же второе и)авнсгп|е, у{а1ц![{"{ся !{ вовсе придет к равснству 0 = - 1 .

Рассмо'грет;ие 1'аких г{р!.1|\{сров застав'{яет крит!{.{ески от1!естись к
а.ц|'оритп,1у нахо)кдения неи3всс-гной и по-другому взг'цянуть }!а о!|ре-
.]{с'|с!{!!с ко[)ня уравгтсн:.:я" /{альней;:тттт] а}!али:] позво]1яст сдс-ца,г!, вь'-
в0.:1 0 т0п{. что иногда т{своз\{ож|-1о о:1т{о3нат{г!о о1.вет.!{.гь 1|'| во|]р0с ок0]!}|чсствс реггтсттий уравнс1|1'я, обс часгр; к0торого сст.ь .глглггс:!]*;ьтс
м|{огоч]]снь!.

| пр аэк т с е л с ше 3 (форш: иру}о [цсс пр!-1с[{ мьтслитсл ь}{о!'| деятсль[{ост!|
<сттггт'ез>).

!' €с:ставь.т.е лттттсйное урав}{снр|е
корнем котор0г0 буАет. являться ч!-1сло

2. €оставьтс лттнейное урав[|сн|1е с кс-тэффт:щтент:1ь,1и, кор_
не[.1 которо|-о булст ,!|]ляться ч}1сло

|:кли ст =0, 6* 0, то уравненис ре1ше(]ртй не имеет. Бс.г:и а=0,6=0,
'}'[)!|внсг!р1е }11\,1сет бссконсчтто много корней (лтобос число является его
г<орптсшт)>.[68]

2. <}равгтение вида сьт=0,\"де а и Б 
- 

зстёслот!ь!е ч!!сла (крсив
ппаш;), а 

'!- -- 
неизвостная' назь{вается :тинейнь;м }.равнснием>>. !чеб-

ттгтк <<Алгсбра-7> ({!1.А. А:тишлов, [Ф.}у{. 1{оляг'ин' [0.Б. €идоров, }{.Ё. Фе-

,:(ор0ва, Р1. }4. 1||абунигл).

3. к9равгтенис .,-т+.6=0' г/тс с+0 назьцвают лтдцсйнь1м шавнс-
|{!{см с одной тлерсменио:! .т (или .циг:ейньтм уравнен!{см с одной ьпеиз-

всс'гной х)>. [79)
4. <!равнсг|ие вида ах = |:; , гдо а и 6 -* .цлобьуе ,1ц7'-т;а (крсиъ

! 1азь]вак)т ;тинейньтм уравнением с одной г-тсреш:енно!:п>. }чсбник
:'ебра 7-9>( йуравин (.0 

' йравитт [.|(.).
5. к!;;-':авг;сг1ие г]1{.1{а *'т + 6 =- 0, :! + 0 н&зь1вастся .г:дтг:с!'тнь:м

11ет{!1сп1 0 Ф:!1{{1$ +{с11з}]сстнь{т\л л>. |37]
6. }чебник <Алгс6ра 7> (Батгтптат<ов й.[4.): <!равнсние г|риводит-

ся к линсйт1о[,1-/' сс'1}{ ттрсс;6разова!]ияп{}{' с0храг!я}о1ц|'{\{}| все его кор_

11;{' 01|о сводится к урав1{сн}{ю в|т!'а ст-у = /э >>.

0прсделс::т:я ли;тет]ног0 !рав}{ения, в завР(симост[| от !й1{, р:в-
т!я'гся'. в одн].{х ребт;иках (3' 5) коэфф1'{]11|е}{]] пр1.{ нсизвсстлтог] задаст_

ся велич!{ной, о1-]гт-{,тлтой с]'{' {!у.],тя, в ост!1'!ь|1|,1х --' ве.]1ичи}{ой!, кот'с'трая

мо)кет г(р!.|н!{п1.1ть ;;+обь;е з!]ачс}!!1я' а самг| идснтификаторь{ 4 и Б уъьт-

сту11а!{'|'т{} в р()']1![ (}{скогорь|х !{исс'1))' 1'о в ро.]!и <.цюбьлх 1]!исел)'' |о в

рол!1 (з3;{|1!{||ь;х т{исс"п))' т() в0вс* в (,\}1рсдс'1сн1!и }|].|ка|( }{с },казь]ва}от-
ся. [,1 во вссх о1-|релс.)]с11иях у(|а!]1|.1ш]ся ттрсд'{агас'гс'! псрес|\|о'грсть ра-
!{сс вБс,{е}1]-|ос р{}3дс.'(е{{ис !]е.];1{!{и1{ !{!! постоя}!}{ь1с и !{срс[у1ст1нь|с.

Фгг:тр:тясь на 11с]'0р].1!!ес}(у}о 1'ради1{].'ю' }{сизвестт;оу"я объ;цв]'|яо'1'ся псрс_

мс!;!|ая вс'{(]!!!(1!а .т р|,1}{ г1сре\{эннь|е ве.]1!]чинт' .т, у, ;, ;т ос:'гш;ьттьге объ_

яв.]|я[отся' 
'1вн0 

!1](1| !!сянт|о' - 1]0с"{'0я}{|+ь;штгт. !|агтриштер (2): к!равнс-
г(}1!] !]|!](а с;х.=6, |'дс 4 1{ } --. задалгнь{е т}ис.]1а. 3 .т -.. нс[]звсс']'ная'

|]азь|в1с гся': т ит:е Ё] ;ть:шт урав}{с! {}1е1!! )}.

]4сло-;тьзова!!ие ]1оня1'14я ((параь{стр)) по:]во:|яс1' ;гс1''"*,'.'т}, кон-

ф.;тлттс:' |1р|.! ввсд(-},!'}1 по{тят!1я .:;ртнсйгдого \Фа}}Ё1ст|{.!я !| вссх !1ос./]е/{ую_

гл(ттх гтодобньпх поттятиЁт. сстс:'ояш1лтй в том' ч'го т{ри персходе к анализу

соот8с1'с'гв\то(|{!{х ур3в'{е}1!'!["1 роль !:скоторь!х и.'1ен'гификаторов т|сре_

ме|{т{}'{х резко п1с{{яе'1'ся: од}{!| сохр[1}{я1от свойст'ва переьтснттой, а дру-
гие - нет.

от!{ос{{те.']ьно переметтг:ой .т,

гта ш:),

<Ал-

урав-

3. (оставьте .гтинеЁтное }?авг|ение с !|ель|]и}{ коэффтт:{иснтам и. кор_[!ем которого булст явля1.т>ся ;любое действ гттс:тьное т{ис,т(о.
4' (оставьтс -цинст]нос }?ав}{е1{|.1с, нс !{мск)!|{сс рс|псн}(я.
/{алее: 3адает ли форшту-па ах * !э =0 линет':г;ое }?авне}{ис или этой

формулой за!|ается бссконсч*гс':с м1{ожсство линс{!гтьгх равттетттт{! от-нос].|те.}!ьно глсреп,тсннот! х? 1[озсму !{рг|ор||тет ().гдае1.ся |{\,[еп}{о !]ере_мсгтной 'т, ||очеш{у т!ерсме}|нь|е а и !': с''анс'увя'гся |11.1с']!а\,{рт? 9то дс:-цать в1'ош{ с''1учае' ссл}'| в равенстве а{ + Б = 0 т:сроп,тстлная -т сггс:у'гс.г:зует.?

1.2.2. Форму.пировка по}!ятия ((урав!!еш}!е))'
(к0ре}!ь уравнен}|я)>

Расс:1т191рц14 опреде-1е[{]|я "::р:ттсйглц;!.о шав}|с'|и-ч, г{р}|вод{{\{ь.е в
раз"|]}11{}{ь[х у^тебниг<ах алт'ебрьт Фсдера'тгьг:о!..() к{)м|!-'скга' ().гср.с':'вис
] ! о}{ятия (пара]\'1с'гр)' попь[тка замен}{ть ег0 как!'! [\.| -1'о /{р}тим приво/{итк то\'1у' нто в улсбниках нет ед}{ного &|}{с1{ия. [{т'о [|азь.вать линейньгм
уравне}{!{ем.

1. к9равнсние в].{да ах = Б, !){е .т *-_ переменн ая. а и 0 -- туеко:ио-
рь!е ч!/сла (крс:тв нагш), назьлвается лтцътей}{ь[м )фавнснием с одно!|
гтсременной. -|{инейное равнсние {|р|1 а '* 0 имсст один корсЁ|ь , = 9 

.
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Фпреёеленше. .[{дднейнь!м уравнением относительно псременной
х назь1вается лтобое уравнение' представимое в виде вида Ёх - р = 0 ,

г1хе Ё ир 
- 

11роизволь}{ь1е действительнь|е г1араметрь!' принимаюцие
до1{устимь{е значения.

||ростота общего вида произвольного линейного равнения дает
возмо)кность провести его полньтй анш1из' реализуощий принцип
восхо)кдения от абсщактн0го к конкретному [30] и задатощий дедук_
тивньтй характср построения кшса.

1. Бсли * *0, то, применяя прав}{ло нахождения сомт{ожите]ш!'

полу!{им..''' 

'=Р. к
2' Бсли Ё = 0 , то существование ил|{ отсугствие ретпений зависит

от значсния параметра р.
1) Бсли Р =$,то уравнение приобретает вид 0'л= 0, и его ре1ле-

нисм слу)кит лцобое действитс.:тьное значение переменной .;г.

2) Ёсли р + о , то при лтобом значе}{ии переменной -т возникает

г'еверное числовое равенство, т.с. }равнснис ре{пений не имеет.
3амстим, что роль параметра Ё в равнении -- э'го роль дискр!|ми_

нанта квадратного )равнения'
|[ри рассш:отренир1 общего вида линейного уравнения и его ре!ше-

ния происходит переход от понятий, опирающ|4хся на эмпирический
опь{т ращихся, к абсщактньтм понятиям - формулам' вь{ра}кающим
бесконечное м}{ожество уравнений. Ёадо сформулировать общее оп-

рсделение ;линсйного шавнения с парамещом' т.к. чаще всего пара-
мсщь] !< тл р заметлятот собой некоторь!е ан€шитические вь|ра)кс!{ия' в

сво}о о!{ере]{ь зависяш{ие от парамета или парамещов.

8 пр е0 слето ьте. 3начение парамеща назь!вается допустимь1м, если

д''1я 1{сг0 с}'|цествус'|' хотя бь: од]]о знат]о[{ие перемснной -т, при одно-
врсмсг]}{о["{ г{0дс1'ановке которь{х в уравнение левая часть шавнения
опроделсна' т.е. имсет смь{сл. 3то мно>кество булет обозначатьс" |'.

3пре0еленосе. 9равнение втша / (а).х+ 9(а)= 0, где 1 (а),9(,) -
неко1'орь!е аналити({еские вь|ра)кения назь!вается лине]"{ньтм уравне-
{|}[с[,1 от}1оситс'{ьно псреппенной,! и параметром 4' если поставлена за-

дача решить уравнение ]1ри всех допустимь1х значсниях персменной
.]' шринадлс)ка1цих некотор0му числовому мно)кеству' явля!ощс]\{уся

г1одмножеством 0, 
"
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йнох<сство допустимь|х значений г!арамеща в линейном уравнс-

!!и!1 с одним ,^,^""*!)- /@ х+ 9@)=0 опрсделяется как псресе-

':сцие областей определения аналитических вьтражений { @) у1

д (с) , т.е. о, = о({)г^то(в) '

|1ривеАем нескодько примеров' [1лл|осщирующих вь|1шесказанное'

!пранснегаше 4' \аньт уравнения' линейньте относительно пере-

мст{1{ой х. !ка>ките р^,*'""""' содержаш(ие и 1{е сод{'сржащие пара_

мсщь1.
|.2х+3=7х-2
2. ах =3

3. |2х: -' а = 10

4' Бх + а=|2
5. --2хз =4

6.2х+5=3(х-1)+{
7.5+х=аэ;2
8. 3.т - (х - 19) = 

_2'т

9. х=а'х
|0. 6-т=1-(13 -6.т)

[!ршлаер /. }|айдите все значения парамеща х' при котором

'.,}Ё 1'' *'+т)' * а +1 =0 являстся литтейнь:м'

р")',,'.в,2р'* г!еременну1о х]} качсствс парамеща' мь1 те\{ са-

_--^-..^-''^й упавне1'1ие|-е1'!/е!1це' 'о]9['*|/ --:--''_^ ^ п кячос'тве неизвостгтой' 9равътеттие

мь{м оставили 1|сремен|{}то с1 в качостве ""^':-'-]::^^^^!.-.^, 
"

:;- ;".;"я стспень этой персме''" "1 ]1"*1!ж*::ж:' ;:;$;
;ж ;тч3 ;ж' 

"- 
ли ш1 ь т огд ц -:т^ 

::*::1::";:# : #:*1
:жн;;";;#'?''"',.'ен 0. А это возмож}1о, если з1{аченис

параметра х так:т(с булст равно 0'

Фупветп'.0'

!!ри*оер2. Бупет лтт литтейдньтм от|{оситс''п'но перемснной х }рав_

^""/}'-(7*;-ц; 
+а+1=0? Булет пи то же шав}|ен}{е лихтейньтм

от]{ос}{тсльно ;тсрсменгтой а'?

Реъццеттсце" Ё ^ -- -..^ й "к рав_
1 ) Фтвст 11о'|ожитолстт''г' к' нат;боль1пая с1'епе}1ь поремс!]но|

на 1.

2) Фтвет отрицательньтй' т'к'

равна 2.

наибольтшая степень переменной с

}Рав_

1

1

|

!:
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[аким образом, в ходе {|ервонача.']ьного этапа введения понятия
(парамет):

1. Ёачинает формироваться системньтй тип мь!1шлс!тия у1ащихся'
основанньтй на системном подходе к рассмотен|{|о новь]х понятий.

2. |{олутает логическое обоснование р:вделение величин на по-
стояннь!е и переш1еннь|е' разделен[{е переменнь]х величин на приор}.|-

тетно вь1деленнь1е -- арцмснть| и г1араметрь{.

3. 3акрепля}отся навь|ки действия с многочленами от нескольких
переменньтх в ходе рештени'1 простейтших равнений с параметром.

4. Формируется навь|к вьтражен!{я одной переменной через дру-
г).ю или др}тис, что является пропедевтикой ф1тткшиональной зави-
симости.

5. Бместо линейного .шгоритма ре1!]ения равнений возникает
вствяш.1ийся а|горитм.

6. Формируе'гся т{онятие обш{его реш]ения математической заданг:'

1. ||ри рассмощении обтцсго вида ли}{ейного }равнения и его ре-
ц_|сния про!(сход!!т переход о'г задач арифмстт.тнсского харак'гера' ко-
торь!е оцира!отся на эмпирит{еский опьтт г{ащихся' к абстрактному
|]онятиго линей:того шавнения' вь{ра)ка}о1цего бссконсчное мно)ксст-
во частнь|х уравттений, задаваемь!х одной формутой.

1.2.3.3тап усвоения

Б практике обуненгтя обь1чно рассма'1рива}отся уравнения' содер-
жаш{ие нс болсе дв}х парамещов. 3то обусловлсно тем' что мь| владе-
ем в основном двумернь|м пространством (плоскостью) и.тти трехмер_
!{ь!м просщанством. |1риводимьте ниже 1|римерь! и задания могут
бьтть использовань1 в качестве допо']}{ения к основной прощамме или
в в|1де э.,]сктивного крса. {-лавтль:м условием является проведение
а}{а1иза полученнь!х решлений.

|7рштпер 3. Регпите рав!{енис ах=3 при всех значениях парамет-

ра а.

Р етоаентсе. /]а;то простейш:ее линейтлое уравнение относительно пе_

ременттой х с парамещом а. Регшить его - это значит:
1) )/казать, пр}. каких догустимь1х значет{иях парам9тра а уравне-

ние имест ре11!сь]ия) и найти вид этих регшений, в зависимости от зна_

чсний парамсща 4.
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2) }казать, при каких допустимь{х значениях параметра уравне-

!!!!с нс имес'г реш:ений'
€огласно общей схеме ан€шиза ре1!1сния линсйного уравнения'

!!олучим:

1. }равнентте имеет смь{сл при любьтх з11ачениях парамеща'

2.Р,сли а *0,тоуравнсние имеет ед!4}|ствент1ое Ре1шен[|е '= 
1'
а

3. Ёсли 4=0, то равенство 0'х=3 невозможно 1{и при каких

'!![ачениях переменной х' следовательно' шавнение рсшениг! не'имеет'

Фпвеуп'. [|ри а* 0 ретшет:иет\'| уравнсн1-{я является "",' 
1 ' пр'

ст = 0 уравнение реш|ений не имеет'

!7ршлсер 4. Реутитеуравнение ,х - ,' = 4 -2х '

Ретцеттце.Бьтполгтимравносильньтепреобразования'

,* + а' = 4 -2х €э ах + 2х = 4 - а' €> (а + 2)х = 4 - а''

1. Бсли а+2+0' т'е' а+_2' то уравне{{ие имеет единственное

4 - а' -^^^т .т^9т|т\.|{1 в поавой 'дасти
ре1шсние х = -, * 2. 

Ёо в этом с'цу{ае дробь' стоя1цуо в право

4- а' -с4е:э-=2-а и за\|и-
уравнения' можно упростить: 

"+2= 
а+2

сать ре|шен1те в бо'лее:трос'гой формс: х =2- ст '

2. |сли а = -2, '' ур,'"''ие обра11тается в равенство 0'х _ 0 ' ко-

горому буАет уловлетворять любое действитсльное значсние пере*

мегтттой х.

Фгпвепз:Рсли а+*2,то х=2--а'Бсли а---2 ' то рс1пением яв-

ляется любое действительное число'

|[онсму надо указь!вать' относитепьно какой переменной рассмат-

ривас'гоя уравненис? 1{о ведь 1\1ь] следуем тому' что все перемсннь1е

равноправ}1ь|' и только мь1 опрсдсляем' какая 11еременная является

'"'''-!'*''й. 
Бьтбор различнь1х 1|ерс1!1сн|{ь|х в ка1{ество |'1скомь1х мо-

}1(ет привссти к интереснь1м исследованиям'

|!ршлсер5' |!ри каком значении парамстра руравнение рх=х+|

не имест рештения?
\\7
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Ретценце. 0пределив переменнуо Р как парамет' мь] пол)дили

шавнение (р - т), = 1относительно переменно[т х' правая часть кото-

рого отлична от нуля. €ледовательно' если коэффишиент при пере-
менной .т буАет равен нулю' то равнение не булет иметь ретпений.
3то возможно ли1пь [1ри р =| .

Фпвеуп'. \.

[[ршмер 6, ||ри каком 3начении параметра 4 )равнение сьс=х о6-

ращается в тох<дество?

Реъценце.3апитцем )Равнение в виде: (а _ 1)х = 0 ' 1ак как правая

часть уравнения есть 0, то 1равнение обратится в тождество' если ко-
эффипиент при неизвестной -т так)!(е булет равен 0. А это возмож}{о'
если а =| '

Фпвегп'.7'

|[ршлоер 7. Рештите урав[!ение 4 + тпх = 3.ь + 1 .

Рецценце. Булем следовать традиции: л -- неизвест\1ая' 7п 
- 

пара-
метр.

Регшить его -- это значит:
1) указать' при каких дог{устимь1х значениях парамета !п уравъ1ение

имеет ре|пения, и найти вид этих реп;еттий, в зависимости от зна_

ченцйлараметра /п'

2) указать' при каких допустимь|х значениях парамеща рав!{ение не
имсет реш:ений.
3аппд:шем равнение в виде: 4 + пх =3х +| <э (тп - 3)х = *3.

1ак как правая часть равнения отлична от ну]!я, то )равнс1{ие ли_
бо имеет единственное ре1[|ение' либо вовсе ре11!ени|"{ 1{е ||меет.

1. Боли тп *3,то':__] 
" -единственноере|шение.

!/!-5
2.Ёсли /п =3 , то уравнение 0.х = -3 реп:сний не имеет.

Фтпвепт'. Бсли гп * 3 ,
_,

тп -3
Ёсли уп = 3 , шавнение ретпенг:й не имеет.

!1ршлсер 8. Ёайдите значение переменной ]'' которое не может
бь:ть рехшением уравнения 4+упх=3х+1 ни при одном значении па-

раметрап,
11в

Ретценце. 3апиш:ем уравнение в виде: 4+пх=3х+|Ф х'п=

' ]]'1'",., что данн о е ур ав н ени е м:].' у ?: ::::-:ж} 
- 

11 ;ж
||ос уравнение 0тносите'{ьно переме",.^':''':;.,;;;;" 

""'птз обтцей теории, получим' что уравнение не будет иметь ре[пении'

(х=0.
..'" 

{;;--"; # 0' 
т''' п!и х = 0'

Фшвеп" 0'

Б ходе этапа усвоения:

1. 
'р'*',*ается 

формирование системного

щихся' 

'..^-^^ф1'са Апп\липова}|ия понятия фщкшии' 
об-

2' |1роволится 1]ропедевтика формиров

ласти определения функпии'

3. Бьтявпято"" "у^"",еннь|е 
при-знаки понятия (параметр) как

независимойт ушравпяюш{ей 
ттеременнои'

4. Формируется понятие (допустимого значения) переменной: ве_

"'"::";*"йнь:е равнения с парамещом переводятся из разряда тео-

ретических задач в разряд *1т':.::у:
;"#;;т;н##;';;;;;;;;ч-у::"*:н:];#ъ"#

"':#:#;; й;;;;;;;' ,'т';"1:1.::::т";:1ж*'-
*жж'*" ;;;_р'"'"""й 

с параметра!!1и и }!сследования

полу{енного ре1шения' .|'сте\,{ь1 кооодинат'
7. Формируются предпось1']1ки введен}|я системь1 координат

8. |[роводи'"" ,р!"","втика метода (подстановки) при ре1цении

систем равнений'

!тораокненше 5' Регците равнения' -

\.;-7=2х+10 3' пх+|=х*п

2. ах-а=х-1 4'2х-4ц=ах-'],'

' = :]-' если ц = 2, равнение рс!1[е1!иг] нс
'- а-2'

х-1, если 6=|, то 'т -;лк':бое 'т{еЁтствтттсльгтос

г!!па мь|1цления уча_ |

!

!

!

!

11

1

|

|

1

1

1

|

()повепьп:

1. Бсли а *2, 'го

имеет.
2.Ёсли о+|,то

число.

1
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3. [1с:.пи

ч}{сло.

4. Бсли

|{меет.

уп *7,т0

а+2, то

|пр аолсг с ен гле 6. Р етлтите уравнс1{ия.
\. тп2х=п(х+э)-э.

2. тп'(х- 2)-3па=.;с+1
1-1з.*-*= ,({л+1)!п !п

4. а2х+4=ст(х+.2)+0

5. (а + х)(ь + 
") = ,(ь + \ + { + *,'ь

Фтпвеупьу'. 1) \. |тп. (-- ; 0)!...,(0 ; !)! (1 ; + 
"о)

2. тп=1 хс,&
3. тп:0 Ф

2) 1. |гп. (-* ; * 1)!.] (_1 ; ;) !._) (:

2.:п=1 Ф
3. тп= -1 хс.&

3) |{ри па = 0 равнение не определено.

\.\тпе(-* ; - э\0(*э; о)[/(о ;2)0(2 ; +*э)'=,|.
пэ\лп - 2)

2.пт=2 Ф

3.тп=-2 хеР
4) |. |а.(**;;)[.)(; ;+"о), мь * -1аБ*6Б+3

а*|

т = 1 , ес';ти тп'=1, то -т *- .г:тобое дсйствите.ттьное

7-4ах=;:т, если а=2, равнение рс|шений не

, 2тп +|
;+ф)

гп -|

5) 1. 9а с (.."о ;0) |-: (о ; т) (! (1 ; + *;

2. а=(),Б=4 хеР
3' а=0 96с(_юо, {)0(+;+.о) о
4. а'=|б=2 хеР
5. а =| 96 с (-"о ; 2)|! (2 : +.о) о

[1ршлоер 10. Рецлитс шавнс}!ис

чсниях г|арамещов аи Б,т'аких,ято

|1ршлсер 9. \|айдутте все значения параметра 6,лри которь1х шав-

улеутие Б^ х + ь' -(э. *.,/1)ь + э.'|-э. = ь' (Б+ €) + 4х имест бесконечно

м;|о{'о рсгт.тений.
Реццетцтце. [[риведцем уравне}{ие к стаЁ1дарт|{ому виду, улобгтому

для |!роведсния ана',]иза.

Б^ х + Б2 -(э * "{1)ь + 211 = ь' (ь +'|1) + +х е

- (6' - +).т + (ь - \(ь _ ^|1) = ь' (ь + 11) =

=(6' - *)- = (6. л)('' -('-€)')
Рсли 6' - 4 * 0 

' 
то при всех таких значениях парамстра уравнение

6уАет иметь еди}|с'1'ве1{ное ре1пение' и поэтому такие значсни'{ лара-

мсща нас не !|нтсресуот.

|!усть теперь б. - 4 =о <э (а' - 
')(ь'+ 

:) = о -|,.= 
0 

'' [ь = _-'/э.

3начение параметра Б 6улет удовпетворять услови|о задачи) есл'1

при его подста}{овкс обе части уравнения булр одновременно равнь|

ну!ю.

1) Бсли 6 = 11, то 2!1'э. = ц11 * 0

2)Бсли ь -- *1т, то 0' (э.- +'11)=о

€ледоватсль!{о' искомое 3начение парамс'ща ь = -11
Ф'пве'п'' -!1

х-а х-Б-_ _' 
-] :-+ х = 2при всех зна-

Б-а а_!':
а+Б.

2а+6-4
а\а - \)

1л--
!п

2. о=1: ь=1 хе.&
2

3. а= .1'у6.[-*'1),(;'-".) о
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Ретценосе. [1о условито а + 6, лоэтому 2. |1айдите все значения

уравнение а' х + 2ах* л+ 1 = 0

параметра а' ||ри каждом из которь1х

не имеет решений.

каждом из которь|х

каждом из которь1х

|.'-, х-Б
|-!-д --')16-а а-Б
!

|а+Б

(*-, х_Бё(.--_
16_а 6-а

2, |х=1,
<э<

|а+6

3. -[1айдите все значения параме1ра а' [\ри

уравнение ,'* = ,(* + 2) - 2 не имеет ре1цений.

Фпэвеп:0.
4. АаФите все значения парамера а, при

2

уравнение а' х * х = а -| обрагшается в тождсство.

!!рш;пер 11, |\айдите всс 3начен}!я парамстра а' лри кая{дом из ко-
торь!х ре1пение уравнения [0.т - 15а = 13 - 5ах + 2а больтле 2.

Реоцетцаае.-[4меем: 10х_ 15а =|3 - 5ах +2а Ф 5(а + 2\х =\7 а + 13 .

Рсли а = -2 , то рав|{ение регпений не имеет, |1ри всех др}тих
значениях параметра уравнение булст иметь корснь, задаваемьгй фор-

- |7а+]3 -штулой х - _------__ ?аким образом, искомь|е значения парамеща бу-" 5(а+2)

дщ яв,б{ться ре1!]енисм неравенства ']" 
*\1 , ,

5|а+2)

\7а+\3 ^ 7(а-|\ ^ [,<-2-_;-. > 2 <> --:_____-- > 0 <э !5(а+2) 5(а+2) [''1
Фтпвепт. (** ; -:)[.) (; ; + 

"о)

!праакнелоше 7. Аайдите все зцачения псременной .т, которь1е не
могу'г бь:ть регшение|и шавнен'7я 11и |1ри одном зР1ачении парамеща.

Фтпвегп: для .п}обь|х значсний парамстов а + ьрылением уравне-
н!{я являстся число' равное 1. все значения парамета с!' |1ри какдом из которь!х

21
уравне|!|'е а'х - х = ц --1 не имеет регшсний.

Фтпвегп'' -1 .

1.3. {шнейная функшия. Ретшение линейнь|х неравенств
с одной переменной

€ледугощ*: м ц|ат'ом форм:,трован ия содер)кате'1ьной методичес кой

)\и|1и|| задач с параме1рами и методов их ре|шения яв]1яется рассмот-
рение обшего |тонятия нсравенства с параметром или парамещами'

рс;|]ения неравенств. |[среход о1' решения конкретнь]х линейнь|х не-

равенств к ре11]ени1о неравснств с 11араме:1рами мо)ке'г бь:'гь осушеств-

,|ен следу}о|цим обршом.
1) Реш:ение .]]инейнь{х нсравенств с одной 11еременной и цо']1о)ки-

'ге]1ьнь]м коэффи шиен1'ом при этой !|еременно}]'

2) Ре:лсние ли1{ейнь!х неравенств с одной ;терсменной и ощица-
тельнь|м коэффишиентом г1ри этой перемснной'

3) Регшение !{еравенств с коэффициентом' равнь!м нулто. Б этом
случае ре11[ение неравенства есть либо все мно}(ество действительнь]х
чисе.,|' либо это множество пусто. .(ангть:й момент щебуе'г особенно
пристального рассмощсния.

4) Рассморение цростейгцих линейг|ь|х нсравенств с одним 11ара-

1!|етром.

|!одобно определению .]|ицейного шавнения относительно ука_
занной !;еременной, мо)кно дать опреде ление утинейного неравенства.

Фпреёеленьте. /|инейнь:м неравенством относительно переменной .т,

назь|вается |'|еравенство вида ь\у Р' где * и р - 
произво'1ьнь1е дей-

ствительнь|е !|араме:рь|' а знак м (или) 
- 

любой из знаков отно1ше-

ний >,1,),1, #.

7. ах-'/ =2х+|0
2.2х*4а=ах-|

3' ах=2х+1
4.2упх+3=2тп-х

6тпвегпьо'. 1) 0; 2) - 4, 3) 0; {) 1.

!праэкнегоше 8.

1. Ёайдите все значения г|арамеща а, при каждом из которь|х
уравнен|{е ах = 2х + 1 не имсет регшений.

9тпветп:2.
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Фднако, в о'г.]1ичие от .'ттинейного уравнения того же вида, обшдес

ре11]сн|,1с зависит }]е только от велич|,:нь: значений |'|араме-1ра' но и от
с!'о знака' что е1]{с р(в подтвер)кдает (уг1рав'|яемость) |1араме'щом

ре|пением.
Регшение неравенс'1'в можно 11редставить в виде таблицьт.

Р,сли значение !!арамеща * + 0 , то мо)кно заг|исать' что
/\

|''- р = 
'|- 

- #)' 
а это показь!вает, что двуч.11е1' '- # 

обраш1ае'гся в

нуль г|ри * = 2.3то число является корнем двучлсна. Фбозначая его
к

/\
х| 

' 
|1о]|учим, зто Ах _ р=ь['-+ )=&(х*х,).' ( /{)

Бсли х > х|, то значсния двучлена имеют тот же знак, ч'го и 3нак

||арамеща !с, если )ке х < х| , то значег1[{я двучлена !|ро'гивот1о.,|о;кнь|

знаку знанен:тя Ё'

Регценрте нсравенств всегда 11редстав.[1яет бо.лтее с'!о)кное задание'
не)ке.||и ре11]ен[.|е !]охо}кего к'|асса равнений' ||оэ'гому !|арамещиче-
ск}!е неравенства на !1ервом э'гапе изучения могут бьтть отнесень! к

фупг!ам Б и € Ёдуцного государственного экзамена ||о матема'гике'

[1ршлтер 12. Рецлите !1еравенство *(" _ 1) , , - 2 от'носите.:1ьно !1е-

ременной х'
Р ет,це нсце. Бь:тлолним равносильньте преобраз оват1ия, приводящие

неравенство к стандартному виду.

па(х -1)'"-_ 2 с> тпх - 7п > х -2 с>(лт-1)х > п'у -2.
124

1) Бсли !п =1 ,'[о неравенство г1римет вттд 0' х > -2 ' и его рец]е11и_

см буАет являться любое значение переменной -т'

2) Рсзти тп > 7, то (тп -|) х > тп * 2 *" *, $
3) Бсли лтт < 1 , то (п': -|)х > тп *2с} х < 

;:
Фпаветп'. \ри /п = 1 регшением яв]1яется любос значение перемен-

ттой .т с -& .

(уп-2 )
]оштп>1 |--]+оо!' \,и-| )

( уп -2\17ритп<1 |--; ,!.\ |п-|/

пах +| 4тп _ х -'
|!ршлсер 13. Рецтптте нераве!{ство 3 * 2- 'т '

Ретцетуце. !множенрте обеих частей шавнения ил!{ неравенства на

любое положительное ч11[сло яв.]ш{ется равносильньтм преобразова!{и-

ем и' кроме того, не мсняет знака соответству}ощего неравснства'

}мно>кипт обе час'ги неравенства на 6'

тпху\ 4уп-'т 2

+ 

-- 
.!' .' 2(тпх +1)+3(лп - х\ < п' е

з2б
+2тпх+2+|2тп-3х<тп2 Ф
<> (э.тп- 3)' . п'о' -12- -2 .

1) 8сди
-)|п=_'
2

то неравенство гтриобретет вид{

о.'.2 -п !-2<э0 ;с<-171, !1з чего с.'1едует, что рс1шенисп1 не" " - 4 '- 2 - 4

может яв!|яться ни одно значение ттеременной 'т' ]аким образом' при

3-
тп = 1 неравенство ре!!_{е|{ии не имеет'

3
2) Р,сли . '', то {2тп- 3)'. тп' -|2тп _ 2 <'> '' с#:'

3
3) Рсли *.',то (2п_3)'. '' _|2*-2 <> "Ё##

1аблица 3

!сх> р !ст> р /сх<р **3 р
*=0, р=0 о к 0 л
|=0, р>0 1) о л д
*=0,р<0 д л о (^

/{>0 [д,' *']
\* ) [#'..")

[_*,д)
[ й, [-*'

р1
т]

Ё<0 [-*,д)
\ д,/

( -*,1\.* [{,*.")('Ё' )
[д,*"")
|к' )

125



11ри

(]лед}тоштсе т{еравенство следует от}{ести к щуппе €.

[! рш.+тер 14, Ретлите !-!еравенство
п1 2 4тп

Рецлетуце.3аметим, ч'го в даг{ном слу{ае парамещ /и может прини_
мать }{е лтобьте значе!.{ия' а только зт|ачс}{ия' от.[1ичнь]е от |{уля. '|аким

образом, допустимьтми з!{аче}{иями [1ара1\{е1ра яв!1яется множество
его значений |' ={тп! тп +0} при лгл =0 данное неравенс'гво не име-

ет смь{сла.

.г 1*3^т х+2 х 1 3х ;г 1 (т 1 3) 1 1

-+-п'! 2 4тп п 2 2 4п 2пэ \:и 4па 2) 2п 2

( з з\ 1_лп з(т-э.тп]г |-тп 1_2гп 2-2лп€)!--__ !.т
\4тп 2 ) 2уп 4пз 2тоо п, 3тп

}мно>кение на тп обеих частей неравенства - ти]]ичная отшибка,

допускаемая ).чащимися. )(отя тп # 0 , однако параметр может прини-
мать как поло)кительнь1е' так и ощицательнь]е значения' что, очевид-
но' су1цсствсннь!м образом влияет на ре1шсние.

8спомним определе1{ие !1арамеща как $4]равлягощей перемен-
ной>>, нто особенно ярко проявляется именно при ре1шении нера_

венств.
\)

| ) [с"ти 
', 

: 
= ' 

то неравенство приобретаст вид 0.* > ], и сго23
реп_|ен}|ем не может служить ни од1{о значение переменной х.

1
9упветп. |ри тп = ] л:сравснство регшсний

3 ('' -\2уп_2 )
\|ои тп >_ |-: +эо !' 2| 2тп-3 )

( -' -|2уп _2 \|-со;-- 1.

[ 2уп-3 )

2) Боли | _'^ 
,0 ' т.е.

п!

1_2уп
3) Б'сли '---::_ <0, нто равноси[ьно тому, что

1п

2-2тп(--.
з(| -- 2п)

1-
Фшветп. 0ри тп = ] неравенство рет11ении не имеет'

2

у ( э. _э.,
|1ри 0 < !п <_ 

[цт _:,,1 , *

1 (-*,
11ри пт <0 или ^'1 \

1х

2х-]. х+2 2х-5
[1ршлоер /5. Ретшите неравенство 

,' -| - 3 ' ц^ -ц

Ресц.енце. }}4з условия следует' чт0 парамсщ 
'?1 

м0жст |1рин}'|мать

,]гюбьте з}{ат{ения, кроме -1, т.е. область допустип1ь!х знанений пара-

мещов Р, ={*| тп * -|\' 9читьтвая эт'о, преобразуе}{ неравенство

с]]еду1ощим образом:

2х'_1 х+2 2х-5 2х

уп + \ з 2(гп +1) тп +\

не имеет.
[ *.0,1'
]па>-\2

]
7п <_

2

.")

2_2уп

)3(|_2п)

!
\

'1 тп*| 3

-1когда |)<гп<_, поллим, что
1

л ( 2 | 1) 2 5 ( \ 1) 4уп+4-15
! .:э! -
| [,,+\ тп+{_1)'>т2((+ц:\'*п-1)"- 6(ли+1)
!

2 - тп 4уп -11с} -_-.х* *+|*' 2(тп+\)'

}мгтоясегтие обеих частей неравет{ства |7а !п+ 1 булет пр!{водить к

отшибке в ре1;]ении.

1) Рсли тп =2 ' то неравенство приобретаст следутолттгтй вттд:

о 
"'-| , и обрашается в верное числовос 1{еравенс'1'во гтри ,ттобопт

2

значении переменной х.

1-2гп 2*2тп 2 -2уп
!п 3гп з(\ *2тп)

\26
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2- уп
2) Бсли '- 

;' (),'г.с' ес;ти *! < тп <2 
' 

|1{]ра|]с}{ство
п1 +1

2-тт; ,.' 4,!!-1|8 у ', 4пт ||-

пт+7 2|:п-]) " 2(2_пт)'
3) Бс-гли ;та<--1, \|:1\1 !п >2, т.е. к0{;1;1 з!{ачс|{ия 1|арамс'{'ра уд0в]!с-

!;:;ъ-_| 2
1'воряют сов0к}тности нсравенств ! _ . , 110-:1у|{}.{}1" ч'|'о _-_''19.

)-тлт>! ' !п+1

2' лтт 4лп | ! 4:;л - |\
|о!'-1а --п+\ 2(лл+1) э(э глт)

()тттвелтт: Бслц п'о =2 рсп-:сн;;ем нораве!!с'!'|]а яв']1яс"гся -]1юбое з'!а!|с-

|1'[с !!срсмс!лттой -т.

( ,-- 1| 
'\

[с.'ги * \ < :л'с < 7 | _",,!1|_ | +. "/-. 1 .

[' 2(: _ ,л:) )

. |]п._| ( 1т, 1! )!1с]!и ] ] - .:-_-_---_ 
!

| ,ги > ! ( :ц 2-:лг) )

! .4. .|! гт н с:": :: ое \, ра в ц е1! !.|е с д в у |}|'| | | с |) еп| с. ! |! !>|,!! [|.

[ рафик .цптппе!|дто:] фт'иг :;тг:: ::

()прс,с)е"';ет:тсс" :1игхс.йной назь!|1110гся фу:тк::г;я, з{!/'1|]1]ась'1ая ш(1ь!{с-
|{11с}1 !]!{д:1 -т' 

.- А'т + р , гдс,т -= }{сзав!{с|{}\{ая !|с|)с\1с!|{1{]я !:{;'1!4 аргу\,1с|!']]'

* та р -_- г[р0|.1з|]о']1ь!!ь1с де1'1ств!11'о.,1ьнь|с пара[,1с'|'Рь1. 1 |с1'тсь'тсттг;ая /' з!!а-

чс|!}'1я !(о'горой ттахс.;дя':'ся, назь1вас]'с'! 3ав|{с}]ш|()|! !|с|)сп|с|{!|о]: п:лт.: зн;.:-

чс}|!1см фу::сцг;и.
(онеино, обш{рлй в1[д урав1'(сн!{я \|;.ц1о что м()'!(с1' сказа-гь о к0{{-

крс']'ноь{ видс графика'у'ой и:тр: ттяо}! ;:лт;тс{!гго['т с[лутпт;ттл:*;. 14з т<у1-::,;а гсо-
ме'[рии извсстн0, чт0 /ц.']я то]'о |1т'обь] !!ровсст'!| 1|ряь|у1о ]1и1{и1о на
плоскости' доста'го!{но задать /1ве точк}1, пр!{|!а,]{''!е}(ат:1ие э'гс'тй пряштой.

3адавая конкрстнь{с 3на!!сг1ия г]ара|'1етров, мь{ вь|;1с]|ясм из м|{о)ксства

ли}]е}'1ньтх с!уткг1ий о/{]{у ]{]1и {{есколько, с':б-падаго;л1их '|'еп,! ил[! }'|}{ь!п{

свог'!ствопт.

!у1но;ксс'гво функ;.тп:!{, об.1ада!ощ}тх }ъаза1({!ь|м свойс':'вс-:шт, {!р'(ня1ю

}1а']ь{вать сеьгсйствопт фрткг:и!'т, а ь{нот(ество ггх графттков __* ссшпейст-

вом щафиком (в настнс;сти, ссмс:||с'гвом прямьтх)"
3ада.:(им' !{а{]р}{ш1ер, Р =\ . Аз вссго мг!о)кс:ства ';;;т*лсй:тьтх ф1,цц-

т{и:1 вьтде;тится ссмет:|ст'во (;уттктти:?, задаваеш:ь1х урав1]е}]!тямр{ г]!|]1а

|28

т /,х + 1 . !(аким общим свойство!'{ булР обладать все щафики дан-

:п:,пх ф1нт<:_1*тй? 3аметим' что ес]|}1 задать значе}{ие х=0, то каково бьл

п;тт бьт;ло значсние парамеща Ё, знавение у бу:тет равно 1. }аким обра-

}()м,урав}!ен11е)'=Ё'т+1задастсс!иейство1{рямь|х'не!тар€ш!.}1сльнь[х

()()|| орд|тнат и г!роходяц|'{х чсрез тонку (о ; :).

{
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[с::ерь, 1{а1!ротив' зададим значснис парамс1ра Ё' 1-!алтримср' т|ус'[ь

Ё -.2 . '[ог:ца из всего множс]с'гва линейнь{х функций вь|дел|'[тся се-

мсйство, зад:1ваемое урав||ениям 11 вида ! = 2х + р ' Рассмощим какие-

ггг:6у/1ь два з1]ачс!{!{я [|араме'щар. ЁапримеР, }, =0 *т р =1 '

|,{з сспте}1ства фу::кшггй вь|дс.]1я1ся две отдельньпе линейнь:с фугтк-

|{ии у =2х и ! =2х +| .

Булсм за/1авать раз.,1ичнь!е значег{ия независ|4мой псременной х и

вь[чис.]'я1'ь [|о.]1уча1о1циеся значсния функшии.

Ёс.т;и теперь посщоить щафики этих функший,'го |!олучим две |1а-

ра.|!.,! с.|| |,н ь{е 1'!ря\{ь|е.
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' 
14 вообш{с, ссмейство ||рямь1х' яв.,|я]о!!!ихс9 м.'А.,'.^'---

фун.ц"й' 3аданнь|) ( уравнсния ми \1и!\а;':т:7у::у #,.ж||рямь|х, пар'ш!лельнь:х прямой, являющейся праф*:ком ;тинейнойфун*ции, заданной }?авнением ! =2х.
?аким образом, ||олучим:
1) 3адавая конкретное значение параметра р' мь1 вь\де.пяем семей_ство линейнь:х функший, график" 

^'.,(о;р) 
' 

'' 
-_^_ч!|,!' !Роуд[и к0торь]х ||рохс'дят через точку

2) 3адавая конкретное значение парамс'Фа Ё, мьл вьцде.лляем семей-ство линейн'* фу,::ц графиу .'''р.'* пар;ш1лсль|{ь х (илисов!1а-лагот) прямой, уравнение которой у = Ё .заме!им' "';;;;;;"""._ниях у=|'х+р' А у=|сх+Рэ вь!полнено ус.,{овие ,,,},', '.уравнени'| зада|от па
3 ) |,ридавая -"':#;:,:1"## прямь{х'

;:#ж:'у'о'},ейнуго функци ю' "ж3#;'##1 };'"ж
3алсечанце. Б да.г:ьлейш:ем' как это приня1'о, будсм говорить' чтоуравнения вида у = /сх + р не только ,'!'*' мнох(ест.во лигтейньтх

функций, то также за
кости' не парш.ле]]"'#н1ъ;;'о ']рямь!х на координатной лтлос-
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( )(т:,:.тно то' что щафиком лине}|ной функшии является г|рямая !!и-

!!!!}!' !1с|(о:'орьтм образом (1остулируется)) и доказа'ге'1ьство этого факта
|! !\\'|)(:с а:г-сбрьл не проводится. [1оэтому состав'|ение уравнения пря-

\|(!!!, !(априш{ер' {[роходящей яерез две точки с задан!-!ь!ми координата-
[! ! !,,| |]']] яе:'ся д;ш бо.п.ьгшинства учащихся доста'1'онг*о щу/пной задачей.
| ' п|'туг'о;] сторонь1' состав.'[ение уравнен!{я другого гмт 

- 
окру}(но-

| |!|' |'рово.|{ится. Б старгше:! школе прово]1ится вь!во]1 урав|'|ени'| п'|ос-
!{1!('||{ |] !{росщанстве' и ог|ять-таки отсутствуст уравнение глрямой.

1 ) [1усть дань! двс тонкгт й(-тт]у' )и #(', ;у'), тгричсм х1 *х2.

.1(тл:;:,х<спт, ч'1'о суш{ествует ед|тнственная .;пит.гсйная функ:пия' равнени1о
:, ц : : к;т':0!! булуг уловлетво|]я1'ь коорд!|на1'ь] да!{нь!х'гочек. /{,руггтми сло-
! }; ! |\,] 1 1' п ока)кФ&п, .1'1'' с}|стема уравнен:-:й

(т
\!{х|+р=)'|,

|Ё., * р =.1''

{)}'.](с'. }1]\,!еть сдинствснное ре!шение относитель!то значений ||еремсн-
: ;:,тх /с гт 7э.

. [ст:| с'гвитель!то, ог!реде.'тител ь дат:ной сис'гемь[

!г. 1{

А=! ' !=х' __т

!', |} .':

[)у;1ст'с;'л:тгтнс}! от нуля' [| ||о)'гому у'гвсржденис булст вер1|ь|м.

.]с'':г;а;тсешт обра'т'п+ос, т.е.' ч'го уравнение всякой тхрямой, не перпен-

]пг:ку:лярной оси абсцтасс' будст линейнь:ш: уравнсЁ[ием с двумя г1ере-

мсн|!ь|}'{и' т.е. урав!!ение&1 некоторой линейной функшии.
Бозьшпешс на прямот! две разли1|нь|е фиксированньпе точки

,4.1 (г' ; ;', )и //(-т, ;у'), а такжс произво.]|ьную'!'о!{ку Р('';_.,,) . Бек-

г'р., оР(.т-_-т| : '1.,-_т', ) л: ,'л,(.'' _.т| ;.],2 -1,, ) булуз' ко.!|линеарньт-

|т4)1, }{. €:[9;]()Б?'!€,|1Б}{Ф, их коор}(|.1}{а'гь: будут про|]ор!(ио11а.'1ьнь[.
т т. .}. - _]11!ст.д}'.п::ш:: | =-.

}: -}т ./.:- !у
!1о::уяенглое уравне}|ие назь{вается каноническим уравнением

::ряптой ]1*1\1'4|1. -[егкс; видетъ, что е|'о можно за!1исать в виде лртлтейно-

го )'га!|нсни я .1, = 
!э - |: (, -', ) + -),, , нто док€}зь{вает угвер)кдение.
|':' - |т
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[1рилоер ]6. (.оставьте 
уравнение лине-й*дой фу'^ц"и, щафикторой лпроходит через точки 

^т 
(э ; з) " л1' , т; .

::'::::":":::у::::::::у линейной фу.кци, - это значит,;;;;;';#;;;:,']:#Р/т' '') ^ у^^^-'...^* ;;:#"ж:;#::
уравненис ллрямой, имсем :

Фттаветта: у =

х-2 у-3 4
г7= }.', = :в - 2) + зё)'у = :- - 

+

41*'г+_
33

!!рш"мер 1 7. 11айди.т'с
си й ./! Ё с.^^^,.,..'^:.:: 

,т".::",^,'|1':.,р* /, .]р|-| котороп{ три'гозки А4,!х/'& с координа'|ами (; ; !),(в ; ц' 1т7 *), 
'\,-;,";"";жстве!{но .,!ежат лда одной плряп.:ой.

Р етц е у уоу е. (ос.гавим 
уравнс}{ие

и !х|-

.т_| .и-| |

р,-;ё} э =)(* !)+! е 
'=}**!. 

т'. как 1.очка !( э'ак-
же принадле}(ит да}!ной прямой, то ее к0ординать{ явля}отся ре1!е-ния\4и по.]{ученного линел!ного уравнения'.. |,- (у2[- |= -'\1г+29)+:е2т_!=|+5 е;_ 6.

6павегп:6.

1рсалсер 18. Фпреде;;из'е, ;рафик како!-| линейной функции изо-бражен на рисунке.

1) у=*+|"2 -.т +. 1

')
2)_р=х-| 3)

2

1з2

4) :,

1з3

гтрямой, ::роходяп(ей нерез тонки Р[

-"т-_ |

2

|'етла.етуце.1-1о р;тсунку определяем' что !]рямая проходит через точ-

!(!| с 1(оординатами (-1 ; 0) и (1 ; 1) . €оставим ее }равнение.

,-(_1) 
=у_0 - '='*1.! -(-! ) !-о 2

1{омер 1!рави.]1ьного ответа 1).

Фтпветп'. номер !1рави']ьно1'о отвста 1).

Б экономике одним из наиболее !1асто ис11о]1ьзусмь1х т1онятии яв-

,!'|с1-ся функшия с||роса 
- 

функшия' задаюш|ая зависимость количест-

!]:! 1|родан!|ого товара от е;о це:*ьл. Бст'ествен1{о' при этом счи'гается,

,|'!о весь товар одинаков.

[1ршллер 19. Фут*кшия спроса на !1ирожки является линс}1[]о|.1

к|':мт*кцией, причеш1 спрос равен 31 ттиротску |{ри |(ене 6 рубля за |1иро-

;,1(ок и 13 гтиро>кков при цене |2 ру6;тей за пиро}(ок. 6кодько |!иро)к_

;<с'гв будет ку11лено г1о цене !1 рублей за тлиро>кок?

Ресценце. Фбозначим количество 11!{рожков' ку{1']1ен1{ь|х по 1{ене

1 1 рублей за 11иро)кок, р. [аким образом, задача све/{ется к !!рсдь!ду-

!цсму случаю: 11адо найти з:тачение 1[арамеща р, при котором точки с

координатами (зт ; 6), (13; |2), (р ; 1 1) булщ лсжать на одной прямо;1.

]ак как г1рямая 11роходит черсз первь1е две точки' то ее уравнение

буАет иметь виА:

'т-3| ;'-6 |,
пЁ =й+) у= -;("-31)+6

|[одставляя координать1'гретьей точки' получ!{м:

|

1 1 = - . ( р * з\) + 6 <э р - 37 = 18 - 33 ё р = 16 '

-)

Фтпветп: 16.

2) },1з кано:|ического уравнсния тлрямой |]о.']учаем' что зг{ачение

у!'лового коэффигдие*тта Ё в уравнении шрямой |=]<х+Р' г1роходц_

щей нерез /1вс точки !ь| (х, ' т' ) и // ( .т, | /, ) вьпнис.л1яется тто форму.:;е:
1]



1--|т-|т

|э * |'у

и чис]!енно равно з}{ачсник) танге}{са у|та' образован|{ого
т]ря]\,1ой с поло)ките.]!ьнь!м наг]рав.)]е}{ием оси ох .

||рш;пер 20. 0гтрсделите у|'лов0й коэффишл.!ент прямой,
)кенной на рисунке.

!) етценце.|!редставим уравнение второй прямой сл€дуюш{им обра-

сс:м] _]х + 2у =1 <э -у = -1" *! ' с,'''*'тедьно' !' = -;' и номер |1ра-

!11[!!!,ного о':'вста _- 3)'

Фтпвеп'.3' - -^_^ппАп(яя ни б[ЁФй из осей координат !4 не

4) Бс.тпи г1рям{ш не парш1лельна ни од[

!||)0ходит через нача]1о координат' то она пересекает оси и отсекает на

|!1(х некоторь|е ощезки с нача''1ом в начш1е координат'

|1усть р*,'"***"'1р;;; ах + Бу = с' аБс * 0 ' Ёеравенство рав1{о_

с |{, [ ьно усдов ию' сформулирован номухв ь1т 
1":: :: у::^ ; .' 

*-

1!и1шемполученноеуравнениеввиде 7'т=!'|А! 
, " 

,'"- ь

|[опуненное уравнение назь|вается' ((уравнением прямой в о'щез-

!(ах))' т.к. 'о"''*',"'" "]!"""""' |с'|и |ь'| равнь1 длинам отрезков' от-

секаемь1х лтрямой на осях координат'

{1 р ш;'т ер 2 2' Аайдит е вели ч}1ну !1'1ощади треуголь ника' образован-

ного ощезк'* ,,"*'#1'1|цу =тэ и ощезками осей коордигтат'

Р етпенце.3аг:игшем уравнение прямой ((в отрезках>'

* *!=1 ' площадь треугольника с катетами3 и 4

3х+4у=12ф/ з

равна [2.

Фтпветп" 12'

5) Б,сли щямая пара](ле'1ьна ":_:_::т"'"' 
то ее равнение имеет

вид у = €, ?,р"*^,'_Ёрпендикулярная 
ей' т'е' парш1лельная оси ор-

динат' имеет ь^д х= р'
Б том слРае' "!" 'р""'" 

не параллельна оси абсцисс' то и пер-

пен]1икулярная ей прямая не парш1'!е'}1ьна ей' |1усть уравнсние первой
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да*гной

изобра_

1)11|): 2\-1 3)_: .1):
]з2з

Ресцуегсу.уе. 11о рисутлку определяем, н го трафик !|роход|{'г через ']'оч-

ки (0 ; з) и (з ; 1). Бь:нислим угловой коэффишиен т: !с == = -+3-0 3

Ёомер прави.г]ь}{ого ответа - 2).

Фптветп'' 2.

3) 1'ак как пара]!ле.,|ьнь1е прямь{е образуют с ;тюбой секугцей оди-

}{аковь|с соответствег1нь|е уг.]|ь|, 1'0 две пара'!.,!с.]]ь}:1,!с |трямь|с образу-

ют одинаковь|е угль| и с осью абсгцгтсс. €дсдовательно, у"'(овь|с коэф_

фг:шиенть; двух г|арш{лельнь|х |1рямь1х одинако{]ь!. €нгт:_ается, нто

ес,!и шрямая !1арал.]1е.цьна оси €/ и']1}1 совпа]]ает с ней' то ее у;'ловой
коэфф:цгциен1' {!ри н}{,\1астся равгль:пт 0.

17рш.шер 21. Фглреде;{!{тс значсние параме'фа *' при ко']'орош' 1!ря-

!у1ая .}, = Бс + 2 ||арал'|е.][ьна пряптой, заданнот] урав|!снием 3х + 2у = 1 '

1) 1 2\-? 3) _1 ц?'2 з 2 '3
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1!рямой у = *'х + р, , а уравне}!ие .]ерпс!{ди ку;тярной ей прямой
), = Ё'х + р, . |ех.ко проверить' что в эт.ом с.лучае *, .*, =-1 , так как

уг",тьт, образованнь]с дан[1ь1ми |1рямь[м['{ с положительнь|{\.1 на!1рав.]|е-
нием оси абсцисс, свя3ань| соотно{шенис_- п

те./]ьно' 

9\'9 { п'|дсг1исм; с{| = 

' 

* 
'', 

а' с'[]е]{ова_

!!с; :ут1119,, нто рловой коэффициегтт искомой прямой *
5

- ] ' ]огда
3

5
у=--х+р.

.,

этой лицей-

\'Равнение искомой гпрямой возмо)кно представи1'ь в виде:

']::аче:;ие {]арамста Р о|1реде]|им и3 ус.'|овия' что щафик
::к':!! фу,*,,"и ||роходит чере3 точку мт (2;3) .

- |0 1

.*=-=+р€>3з
|1олунасм, что искомое уравнение имеет вид:

51
}' = :х- ; е 3у - 5.'_1 <э 5х_3у -1 = 0.-зз
Фтпветп:5х_3у-1=0.

!.5. Расстояние от 'го!!ки до прямой

(ак известг{о из гсош!стрии' расстоянием от 'гочки до прямой на-

}ь1вае1'ся длина 1|ер|1е!{дикуляра' прове]1енного из этой точки на пря-

1\1у}о 
'1инию.

11усть дана некоторая точка й(*,' у') и прямая' заданная шав-
}|ением ах + !эу * с = 0' а' + Б' > 0. !равнен1{е прямой, л;ерпендику-

:тяр::ой данглой |{ проходя||{сй нерез тояку А4 , 6удет иг!'еть вид

д(." _ ц,) - ,{у *),о) = 0 <э 6-т * а.н -(Бх,, - ау,) =0. }{айдем координа-

!'ь| _гочки !тх псрсссчения' реш.|!{в систему равнсний:

|ах + /эу = -1'
1

[}.т-а-т'=Бх,-сту,

!а 6!
0пгрсдс.:ппттсл, сис'см'т 

^= 
!] " |= _.' -6' = -(а' + Б'\!ь-,| \ /

Б ьт':г:слим частнь|е о|1реде'(ители :

| -, ь\

^.=|,' 
- 

|=,'-Б(6х,,-,у')'
|ауо - охо -а|

1а-с{А =!-_ - |=а(ьх,-ау,)+Бс.1 
|Б ау, - Бх,| \

[$с, =

/,!п \
,в{ 

'*с"]=-ст9п'
,/

!1ршлсер 23, |{айдите сумму значени|-|[рямь!с' зада}1нь]е уравнениям, ' '1;':?';/!}у"; 
]'# !]'''';

'' 
=(а +3)х+ 7а-5 ,|!ерпсндику]1ярнь|.

Реаце:тасе. |1ском
кв адратн ого 

',*' "" 
, ]|," ( ;ь Ё, ; у:::?; ;ж;';,''::::::::

перпенд!!ку.|!ярности. ||меем (а +т)(а+3)=-1 с> ,, +10о +20=0.
!\искримиъла|{т уравнения {!о.,!ожи'1.елен' |1оэ.1.0му воспо.](ьзуемся 1.ео-ремой Биета: сумма искомь|х значени:..1 равна *10.

Фтпветп: *10.

[7ршлоер 24. (оставь:!.е 
уравнение [1ря\.{о|-|' лтроходящей черсз 1очкум (э ; з){!ср]]ен/]ику.,1ярно прямой, заданной шавнением 3х * 51; =| .Р е о; а е тс ос е. 3 агпис ав урав}|е ние данно!-{ пряштой как

3х+5.у=!с+.у=_]"'],' 5 -5.
136

131



!

1аким образом, координать! точки пересечения рассмащиваемь!х
прямь!х будуг равнь|

ас-6(6х,_Ф,)
а2 +Б' '

0с+а(Бх,_а|,)

Реалаегцце. ||усть (, ; у) ать! некоторой точки п''!оско_

с';'и. 1огда шавненис системь) _- сумма расстоян:тй от этой точки до

,'о.'ки м(о ; +) ' .р"*'й, заданной уравне!{ием х_2у *2=0 ' 3аме_

'|'им еще, что правая часть уравнения рав}{а расо'го'|ни}о от точки й до

указанной гтрямой. \4но>кество точек плоскости' об;тадающих даннь1м

свойством - 
перпе}1д!1ку]1яр' 1|роведеннь;й из точки '44' 

на прямуго'

()чевидно, что для лтобой тонки }{', не принад'1|е>кащей этому перпен-

,1икуляру' сумма расстояниЁт до точки й ц до гтрямой буАет больгше'

[1 рове1дем пер|1ендику тхяр Р| Р.

(

|х=_
1

!у=-
|- а2 +Б2

6оответ'ственно:

[.-*=-

1,-* =-

ас-6(Бх,_а!,)
2 ,2 *о'а +п

-ас_аБу'_а'х,
а'+6'

-Бс - аБх. - 6' у.

['-** 

1, 
-,,!о 2 ,2а +о

6с+а(Бх,_Ф,)
а'+62

_а(ах,+6у,+с)
2 ,2а +о

_0(ах,+Бу'+с)
2 ,2а +п

Р{аходя расстояние' получим:

а= ('_''1' +@- х)'

[1ршлаер 25. Аайдите расстояние от нач:ша координат до прямой,

заданно1-| уравнением у+ х_611 =0.
Ресцетсце. }{ачало координат - точка о(о ; о) . |[оэтому искомое

1

__!-

1очка Р 
- 

основание !1ер|тсндику''!яра буАст иметь координать1

(: ; о) . }читьтвая нсравснство систеш!ь!' !|о''|учи1\|, чт0'го]1ько ее коор-

;1и!{а'1'ь! бупут яв.тпяться искомь|ь{ ['| рсшен и я ш{ г-'п все й систсмь|'

Фпзвелп'' (: ; о)

1.6. €истемь: линейнг,пх урав!!с!{ий с двумя псременнь|ми

|4сс.::е]!ованисрегшенийуравгпсн:,гйс1.с|!с|1и}|свь1|1]егтервойсоА-
ной:псрсменгтойьдо>кетбьттьпродо.]1)|(сноисс.,1едованисмс!1с.гемли.
нс!!нь:х уравнеьгтт!! с двуь'1я 1|еремсн }1 ь[ми'

Фпр<:0елетатте' ]|х';нсйньлм уравнснием с /-(вумя 1]среп'е1{}{ь|ь{и |]азь1-

вае'гся уравнение ви{:а ах+0у=с, где а'+Б'>0' т'е' значе}{ие хотя

бьл одного из параме1ров до'|)кно бьтть от'лично от цуля'

-{ *х' =

|-!о=

расстояние буАет равно

Фгпвегп'' 6.

/в'['1а:|-4=6.
{: +:

-ь-
|

!

--+-
!
|--т--
!
1--т--
!_-|--
!

Формула расстояния от точки до прямой нау.одит ||рименение в

бо.г:ее сло>кнь]х задачах.

|1ршмер 26. Реулите систему

,{7 4г+ -}!" -2у -2|=2!\, 
.

х)-.2

+6'
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1_рафиком линер1ного уравнения с двумя перемсннь]м14 является

прямая ![иния. {оказатсльство этого факт'а (чудеснь{м)> образом вьл-

па.]|о из !й1( гдо ат:гебре, несмотя на то' что это оди!{ из осн0вопола-
гающих фактов всего курса.

ах=с.а+-$|, ! 1 1 |}, !!
-!- - -!- -
!! 7]А- к,'о, -

!!
!!--1--1--

!.!(!{-г--г--г- _!___!___!_!!!
1!|

-.___._!|
!!.!! [:0 ;

! ь;
у:!сх+ь,/!

!

_|_ _
!
!

-.]* *
!

0 !

_[- !!
_ _!_ _ *1.

!!
!!

!
!

!!
!|

!
!

!
!

!

.
!!
!!

!!
!!

!
|

!

!
!!
!!

!!
!|

!
!

|

(ромс того' соот}{есе}1ие формального уравнения и геоме1риче-
ского места точек |1лоскости 

- 
один из самь[х важ!1ь!х 1пагов в разви-

тии мь!|1_|.,|ени'! уча1цихся. А в унебниках об этом сооб|цается не как о

громадном достижении, а булнинно, как буАто это |4 так яс!{о 1{ по-
!{ятно всеп{.

Фпреёе.зетсше. €истемойт двух ':тинейнь|х уравненлтй с двумя пере-
( а,х + Б*1' = 6,

мсн|.{ь!ми назь|ваегся сис1'сма вила ] , |А€ а',а',Б',ь2 
-|а)х + 02),= с'

де}-{ствите.]!ь|1ь1ечР[с.]]а, |1ричем а,'+!','>0 и а"2 +ь22 >0 '

Фп1;еёелетсо,се. Решлением системь| двух .тпитлейнь|х урав1{ений с

двумя неизвестнь|ми назь!вае'|'ся у!|орядочснная |1ара значе!:ий этих
перс|\1еннь|х, обраг:1агошая в верное числовое равсг|сгво кая(дое урав-
!]е}{ие сис'тсмь!.

1радит1ионг{ь!м мстодом ре1{-!ения сист'см уравнений (нс то.гльт<о

.лтит*сйл{ьлх' г|о и других) являстся метод 11ослсдовате',|ь!-!ого исклгоче-
ния [1ере\{еннь|х.

\4сто,+ после/(ова'ге]!ьг|о|'о !{сключения |!сремсннь|х состоит в сле-

А}ютцсм.
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11усть цара чисел (.'''-'')- ре11]е1{}1е данной с[[стсмь1. |1одставляя

')!'из}{ачсн}1явуравнениясистсмь].получ1|мвсрнь1счисловь!еравен-

[,.'.г,, + 6,у,=с,,
с'гва, что следует и3 ог|реде.,1сния ре1пени"' 

1'.',, + !т:|,, - (,э

{исловое равенство не изменится' ес']|и обе его части одновре-

менно умножи'гь на :т*обое, отличное от [{уля число и.л1и к обеим час-

';'ям гтрибавить равнь1е чисда.

!!4склточш; /0 из первого шавнени'{, мь] г1риводим систему равенств

!( виду {(,,ь, 
- а'Б') х, = (т0т - сэь': 

, из которого следует, ч.1.о г(ара чи_

[а'.т' + бэ'!о =('э

. ", ( 4,, -},., ) яв ляет с ярс 11] е н и ем с и стем ь{ 
\'; '? 

- , *",:) 

* 

"=''Б' 

- с'Б'

[4сключая х(| , !1о.,!учим {("о' 
- 

7'ь') 
у' = ,'"' - ,"' 

,от!(уда слс/1у-

[42х0 + бэ|о=€:

€], что 1'а )*(е г|ара чиссл (ц,, и ) ре1шение системь|

|(,'ь, - а 
'Б') 

| = 4л(> - !!э('':
1

|а,.т+Б'у=с',
Фневидлто, что есл|' ("',и) 

- рсш:ени€ одной 14з по']!уч[4в1ш!{хся

систем' то эта же пара чисе]1 
- ре1цсн}.1е исходной с!1стемь1. 3аметптм,

я.го коэффициент ]1ри остающейся переменной одинаков. 1аким обра-

зом' мь! г1риходим к методу 1(рамера и']и ме'году опре/{е,1ителсй ре-

!!!ения систем линейньтх равненлтй'
Фпреёелеттыс. Фттредслитс,|см систсмьт линейнь1х урав1!ений назьт-

\,, Б,\

вастся число' равное а'Б, - а16, и за!|ись(ваемос в ви,!е 
^ 

= | '' !

|,, Б,|

11ри этом ||равь1е части уравнсний, содержаш{их одну остав-

ш1уюся переменную' 'гак)кс мож!{о за!{исать в виде опреАслттт'елей:

д =|'] 
Б'|=',ь,-с,Б, и., =|"' ''|=',,''_,''',

\', 6,1 ' \,, ''..\

йето]д1(рамераяв!\яетсянаибо.гтееуАобнь;мд.]1яисследования

систем лиг+сйгльпх рав:'тений.
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["-.'
|. Ёсли А + 0 , то система имеет еди!|ственн'" ,"'',.,,," ] 

'' 
:\

]т=А'-|'^
3ти форму,'ль| нося1. название форму;; !{рамера.
[еометринсскир1 смь:с,] единственности рсшения сос1.оит в том'что прямь|е' задаваемь|е уравнениям!| системь]' пересекаю.гся в однойточке.

2. А = 0. Ёсли г|ри этом а] + л] > 0 , то система решпегтгт!:т !!с ип{сст.
|еомещинсски это означает, что прямь]е, задавасмь!е урав!.|ен}{я-ми систсмь!, пар'|]|лельньт.

3. 8сли А = А, _ А-, :0 , то система имеет бесконечное множество

['="',х'еР..1
|)с!!|сни}| вида 1 ., - 

€л - 4,,|о
\)'*-[' 6'

Б этоьт слу]ае оба равнен!1я системь] зада!от на плоскости одну

!|рямую' координать! точек которой и булш яьляться ре1пениями дан-
:тс'тй системь:.

-]--]-_]*-т --т--т-_т--т--т--т--1
!!!!!!!!!!!
!.!!}!!!!.!

-_1---]- -'т- -]--т--т--т- - т--т--т--'|
!!!!!!!!!!!
!}!!!!|!|!|-1--1- 

1--1--]--]--1--1--тРт--|
--'|-- "| - -1 --'т --1 -- т-- т-- т-- т з т--'|

!!!!)!!!!!1
!!!!!|!!!.!-''1---'|_-']- -_]---|--т --т- -т _-т--т-*1
.....]|.|!.

--{-- -{---{---{ -- +-- +--+--+-- +-- +-- |

--'-- -]--.,-- -!--_1 --.д --д--.|--д--!--,![!!!!!!!!.

Рассмотрим примерь1 ре1пения систем лиг*ейньтх равнений.
|[ри ретшении равнений' систем равнений, неравенств можно из-

бежать допопнительнь|х пояснений, условно разделив лист на две -
((ан;|].1итическу}о> и (расчетно-щафинескую)) части' Б аналитической

части ]!иста ведугся ан;ш1итические равносильнь!е преобразования,

приводяш{ие исходную задачу от условия до ан€шитической записи

ответа. Б раснстно-щафинеской, параплель!|о ан'шитическим вь|клад-

кам' де.|та!отся за\{ень! г1еремен}{ь{х' вь{числения, щафинеские илл}о-

страции' приводя1'ся к0ммснтарии и т.11' [!ри релшении систем уравне_
нгтй это мо)кет вь|г'|я]}}еть, напри1\{ер' так.

[/рш"ссер 27. Рстцъттс систему уравнений:
2х+3у=5
]х+|1у=13

!-г-
!

!!!!!!!!!!.
!.- _1- -1--!- - 1 --!- _]- --!--[ --!---!--!!|!!!!!!!{
{!!!!!!!|!!
!- - - |- - -|- - -ц - -!- - -|-- _ -!- - -!- - -] - - ! - -.) - -{!!!!!!!!!!
.!!!!!!!!1!
!_ _ _ !_ _ _1_ _ _!_ _ _(_ _ _!* - _!_ _ _!_ _ -,_ _ _!_ _ _.'_ _
!!!!!!!!!!!
!!!|!|','!!
!- - - (- _ _! - -ц - -!_ - -ц - -!- - _.!- - _.]- - _]_ -.1 - -!!!!|!!!!!!
!!!!!!!!!!|
ь * _{_- -[--[ --ц --!, - -[- -]-_-.,- -_]- --.'- -!!!!!!!!.!!
!!!!!!!!!!!
ц- -! --ц --!--ц- -ц --!- -;,--]- -]---,- -
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{: з|А=! |=22-2|=|
17 1|1

!з 3!А =!- 
_|=55-з9=|6

' |1з 1!|

!э ч !

^ =[ {-26 35=-9' 17 |3!

Рец;еусце.

Фупветп: (16; -9)

[7рш.осер 28. Аайдите сумму регшсний системь1 уравнений
(х+31'=9,

|_х+:1'-о
Бариантьт о'гветов: \)2,2)з,3) 4,4) 5.

Р ецценц е' Рстпр:пт с|1стему мето]{ом ис!(л]очс1!}!я пере1!1е}{нь1х

мсняя второе уравненис суммой равнет;ттй, по]1у][1м,

1х+3у-9. [.т+3у=9, {х=9-3у, [*=0,! " <э{ - ф{ '-2}_..+:у:6-\з.''=:5 -|'=з _- 
[.''=з

€умма решений равна 3.

Ф:пвеш'. 2.

Рештент,уе.

Бьтчитая из первого

2з*2у=4+>х-у=2.
()тпвепт'.3

Р етлеттъ:е. [1айдешт ог(рсде[1{тели системь{

^ 
,1' -'| -'4-]_ :з1=::'

|.з -:1

^ =1 
, -51 - -14 -85 - -яч'

|_: т -:!
12 7\ц ._] [,=-б(''' 1з -;т|!-!

}{айдтсцт ре|пен|{е с1|стсмь1

.\, __99-_0 т.=.,_=-', |х--г|=з.
.\ =-=т_ 

/5.' 

^ 

|

Фтпветп'.2

{2х+3у=5 ("=
{ сэ<
{7х+11у=тз \у=

3а-
!тто

11рсалтер
,!!{с]{а равна
.'(|['гс 1{}[с]!о'

Ретцеучс'це. Фбозначим 'т "_'

!|скоп'!ого чис.|]а' Аз ус:товия

|х+ у'=|2,

\'', =10-1; + -т'

[т+ т'' 1], |т+т=12'^' €1--_ 
".,\т:т =|0у + х .'т_ 2'1'

14скопцос .1ц6,16 -- 48.

9лтаветэз'. 48'

31. €умпла ;т*лфрьт сдини1{ т'п ттифрь; десятков ]{вуз11ачного

12' цифра .цсся'гков в 12 раз \1е1{ь|!]с с&\{ого числа' 1{ай-

шифра е]1!11]}1ц' а у - _ пифра ,"*1::

''д',, 
полу1!им с11стему шавненит{

1

'1'

|3т =|2'

\.т = 2;'

|у=ц,
- |т.=8

1

1ршлсер 29, Аайлитс разнос'гь х * у ' 1^дс (х ; .;') '-.' рс|'1]ение сис-

- [з,эьз'. + 7'124.у =|6
1'смь! шавнс"*' 

\:.эоз* + 9,\24т'=\2

Бариантьт ответов: 1) 3,2) 4'з)2,4) |.

!!рсолте1:32. }1тгураль1{0е двузт{а1{}{ое число в 5 раз бодь:т:е суммь1

сго тцтфР" 8с-ц:т к *'|')у 'р"о"вйть 
ч' то полгится 1{ис]1о' заг1исаннос

'гем!,1 жс шифрами, но в обратт'о\1 порядке' [{айдгтте исхо'{ное число'

Рс:ацеу:оце. Фбозна'тгть'т '' :- ш'4р' слини1{' а 'у --- шифра десятков

иск()м0г0 ч1{с;та' }'1з условия 3ада({и полу1{!!м с1'{степ'1у уравнснийт

[:0.1,+'т=5(-т г.у).

[:о'''ть9-=!0-т,у
|10;' ''т _ 5( т + 1')' .- [+* - 5'т'- 

'' .., [" 
= 

'' '

1;,,' -.' ' ,- 10., -' ) 
*''1' 

- ''' -: -' 
1-' = д

]4скомое .1119д9 --_ 45.

8лпвепо'.45' 
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уравнения

1рш.ьсер 30. [{айтдгттс модуль р2!знос'ги !'-у! , г]{е -х')'

- [э'_5у=т,
системь1 рав1!снии 1

|3х-2.о= _\1

Барттантьт ответов: 1) 0,2) 3,3) 2' 4) 1.
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Б следующих примсрах мь| предполагае]!1' что у{ап{иеся имсго1'неко1'орос |1ре,{ставле1{!4е о ре{шении квадратнь1х уравнен ий и нера-вс}|с';в' }| ]]ереходим к исс]{ед0ванию ретпений сист'емь{ лигтейньтх
уравнснгпй с двр,[я переме}1г{ь]ми.

||ршлвер 33. Аайдите в.€ значения парамета а, пр||каждом из ко-
'горь]х систсма равнсний {а* 

* +.и = а + 1

_'"" 

[:-" + (а + 6) у = а + 3 
не имеет ре1пения'

Реоце ц оце. Ёайдем определ!.1тели систсмь].!" 4]
^=|" 

'-.=.'+6а+8.
|; а+6|

|а+1 *4 !А=! !_'_1"+3 
а+'|=, * /а+6*{-ц)('1з)=а2 +|!с+!8

|о а+1|
А,' =!_ 1=а('а т3)-2(а+\)=а2 +а_ 2'1; а+3]

€истема тте будст. иметь рс1]]сния в том слу{ае' когда определи-тель системь| раве}{ }1улго' а хотя бьт один из частг{ь|х определителей

Реуцет+це'

1 э. а!

^=| 
- - |=ц"-,' -,=3о-'а2,

|а+\2а|
\ а+2 ,!

А. =| !=0,' 12,+4 2а|

\ э ,,+11
А =| ' "''|=4а+8*,'_3,-2=_а'+а+6.
' |,*1 2а+4|

1ак как система дол)кна иметь бссконечное т\.{но}(ество реш_тений,
|'о искомь1е значе|{ия г{араметра 3адаютс'! системой

(з'_''.о.
{ <эа'3'
|-а'+аз 6_0

Фтпвеуп:3.

[1рш.птер 35. [[айдите всс зна\{ен'-!я параме'гра а1 |7ри ка}(дом из ко-

2ах+ у=а*\,
име{э'г ед}1нстве|{ное ре1це-х+3ау=ст*4

\э." 1 !

Рсасссттсас,. 

^ 
=|-''' ] 6.'' | .

1! з,|

['1скомьтс зна!]сния парап{сра :]ада|0тся }|сравсг!ством 6а' - 1 * 0

1
4 { -:

'|в11
--=. 16 1---7 .

./6 ./6
1

{б

'торь|х систе|\,{а равнеллий

ние.систомы отличон от нуля" йскомьле значения параметра задаются сис-

{:' ,.':..' :,',
темой

|("'+:[а+13)'

Ретшиьл уравнс}{ие

+(,'+,- э)'>о'

а'+6а+8=0 -(,=-'|а= -4
|1одставим полРен-

нь]е значения в систсму.

{"=-* [,=_2
[(-'о)'-(!0)''о' ]1о;'+(о)'='' 

1аким образом, при а--4
система ре:.гтетттсй не и]!1сет.

Фпаветоз: - 4.

{{рослоер 31. |1айди.ге вссзначения пара]\,[ета а' лр\4каждом из ко-
1'0рь]х систс1\{а равнент:й {2х 

+ а.т = а + 2,
^" " " 

1(а+1)л *2с:-у = 2,+4 ^'""т бесконечно

много рсш:енг:г}.
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6а' -|;с 0 сэ

( | \ г 1 1) (у )
Фтпвслла'' пр'' !ае|_..:-_} !,.-, |__-:-- |,''|_=:+'о |систсма' \ ']в) [/ь^/ь) \]в )

имеет единственное рец[ен1{е.

17ртьиер 16. !ля ка)кдого значе!1ия парамеща 4 опрсделить число
2х-а1;=5,
_6.т+32=_]5регшений системь1 уравнений
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Реос;ет+асе.

* =|'. -!!= 
'-6а. 

А =1 
-, -,1-

|_6 3| "'_',-1*', 
з|=

Фтпвеп: при а= ! система реп-тений

имсст единс.гвенное решенис ( э@ +:) 
.

\2(а - 1) '

*|5(!+ .1, ь, =|2 , 1=,
/*6 _ |5[

не имеет' а при а*1 система
\

')

йет'од областс:] !!а п.,1оскос'ги

!:сли равноние Р(х;у) =6 определяет некотор}'}о лини}о' то

п!!!()}!(сство точек плоскост[{' не лежащих на этой кривог!, состоит из

!!('!(о'горого конечного чтдсла об.:тастей 6',с2,...,с' ' на которьте данная

.![)|!!]ая и кривь!е' на которь]х равненис теряет смь]с.]|, разбивают
!!]!()скость. Б каждой точке этих областей вь!ра)кение г(";у) опреде-

|!с|!о }| отлично от нуля, т.е. в ка)кдой из об.:тастей 6*,*=|,2,...п,на
к()'|'0рь{е щазаннь|е кривь|е разбивают плоскость, вь]ра)кение Р ("; у)
,: п:бо поло:кительно' либо отрипательно.

[1ростейгшей кривой на плоскости является прямая линия, разби-
!}:||о1цая плоскость на две части _- полут|лоскости.

1. 1очка т' нисловой прямой разбивает ее на два и{{тсрва.,1а' в л}о-

[!с;й точке каждого и3 которь|х вь|полнястся только одно неравенство -
ттибо .т > х' , либо х < х' фис. а).

2. Бсякая щямая координатной гштоскости' заданн€ш шавнением
т _- х0 разбивас!'11лоскость ца две часги' в кащдой то'же одтой из которьп(

1]!,||1олняется }{еравенство х > х0 'а в дрщой 
- 

неравенство .т <.т0 фис. б).

3. Бсякая прямая лин\4\ заданная уравнснием ! = /ст + р , разбива-

с'г координа'|'ную |1лоскость на две части, в ка)кдо}'1 тонкс первой ттз

1(оторь{х вь1полняется }!ераве}{ство у> Б+ р ' а в ках{до["{ точке вто-

рой вьтполняется неравенство у <ьг-+ р (рис. в).

4. 3сякая кривая линия, задан1|ая шавне}{ием Ё(х,;') = 0 , разбгт-

вает координат}{ую плоскость на области, в каэкдой из которь{х для
всех точек этой области вь|полняе'гся то.,!ько одно из неравенств 

-
.:тибо Ё(л,у)> 0, либо Р(х,у) < 0 (рис. г).

. 17рш.мер 37. 9:тсла а и 6 таковь( э 
ч (! 0 1ак0вь1' ({то с|{стема 

равнсний]а'х-а!=1-а,
[ьх+(з _ 2ь)у:3+а имеет единствснн0е рс1пение .т=1, -у=1. Ёай-

]\ите эти числа.
Ресцегуце. }4споль

;:;:**''",;;;;, ;#,:ж:ж#;жш #;;ж:;;:

Фтпветп: (: ; -:)

1,7 . !1пн ейгтое нер авс[! с_|'во с д вумя п ереп!ен!| ь!]}| !{
Фпреёе;оетсосе' [{еравенство ви/1а Р ('; у)у 0 назьтвается нераве1{_ством с двр{я персме|{ньтми х \\ ).,. Ретпенгдем данного неравенства яв-ляется множество }поРядоченнь|х пар яиссл (х; у), "'';;;;их не-

равенство в всрное числовое ]{еравенство.
Регпить неравсЁ]ство г (":.],)у 0 в 

''',."*.',е слу{аев мо)кнолитшь ;рафичсски' указав гсомещичсское 
.

тв оря|оп'{]{х неравенству, тт н а|а )]я 
''""" -";';;;".;:$ж}1# н;каждом допуст!{мом значе}{ии независим( -

руем теорему подобн}то п,1етоду ',.",,*'!';жн;1;,"'##''"
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|,'-,=!-ст.
\ь+з_2А=1.''.14мсем
[,,'1з+ 2Б)+а6+0

["=л,
!

1ь = -''
]т+1_:1'.о ['=|'

-2

Р=-', {6=-:
1ь=|'
[з-:*о

х(_{,о

а)

х)-{0

б)
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у=/с\+р

1

Решенце. |1осщоим пряму{о' зада}1нуо }равнением |= ,х+3.
! [рямая разбивает плоскость на две части 

- 
левуо (верхн}о}о) и пра-

!!у|о (<ни}кнк)ю)). точки, координать1 которь1х удов'{етворя1от данно[ц
!!сравенству, лежат вь11ше данной прямой.

||ршплер 40. 11а координатной плоскости изобраз:!тс мно}кество

точек' координать| которьтх удовлетворяют системе неравенств

[о<х<т,

[0<у{х+1
Реадлет;ше. 1,[скомое мно)!(ество -' это мно}т(сство точек коордт{нат-

ной плоскости' ощаниченное осями координат' г]рямь{ми' задант{ь|ми

уравнениям\4 х=\ и !=х+|.

в)
а)

|:!

!5!:'

*:.:,

!!.::::|

::.

1

1ршлпер 38. }4зобразитс множество точек координатной плоско_сти' принадле)ка1цих мно)}(еству прямь|х' заданнь{х рав}]е|{иямиу=р, *1<р{2.
Рецлет:це' 1ак как значение г|араметра Ё = 0, то множество да1{нь1хпрямь{х __-- семейство прямь!х, !тара.(лсльнь1х оси абсцисс |'{ прох0дя-

ц!-{х через тонку (0 ; р)'- 13 р 52.

Рассмощпам еще одно свойство лрафика лттнейной фугткпии. йно-жество точек, при}{адлежащих прямой, уловлетв0ряет шавнени}оу=/в+р.
[1ршлсер 39' Азобразитс множество точек координат}{ой п.)1оско_

сти' координать! которь]х удовлетворяют нераве нству у> ], * з
1.
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у>/а+р

у<кх+р
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1 
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-.!^- 

,._"!--;-".:_":--].:1 : :_ :- :
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у

/
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!!рта-гтер 4!. А зобра'з||'гс м!{ожество т0чск коор/{и{{атной плоско_с'г!]' г1р!'|т!адлсжа{-11их семейству прямь(х' з!1дан}{ь(х уравнениями
-1' 

,- (.'' + 1)х.

Рецуетсу'се' }];обая ]|ря[{ая' ]адаЁ{ная ттодобньтм }равнением, буде.гпроход}{1.ь, как .,1сгко ви/1оть, чсрсз начало коорди}{ат. ( др)а,ой сго-
ронь]' г!ри -т = 1 ттол\,чт.|ш|, т119 ), = а1 +1 , т..е' ттрямьте бу.:лут. прохо]{ить
!{с|]сз т.|{](и с а6сциссой, равноЁ'л 1, и ординатами' не п:сттьппишти 1.й*яожесттзо то!1ск, г{р1'1надлежа|ц[тх этим прямь|м, изобрстл<етто на р}{-су1{к9.

|{ршлсер 42' \4зс:{'трази'{'е м!.{он(сство .г0|тск, к00рд{т]'.!-гь| к0т!рь1х
у]{овле'1'воряют' {{ераве|{ству у, * х, > (., 

.

Ресосетуауе' |1рсобразусм вь{ра)кс!!}{с. с1 0я[!{сс в ..'|сво|-1 час1'и }|сра-
вс,!с1 ва..''''-..'>(.)<)(.г _х)( и+ т)>..0

|{{ос'гр.''ттм 1т})я]\{ь|0' задан}!ь}е }рав}!снияш.{и 
"}] = .т !{ 

'у, 
.= - 'т . кот0-

11ь!(: яв,т1як)'1ся |ра|{'{[(аш1|1 искомог0 мно}ксства. Фгш-т разб,лва!о.|.к()(.}р-
.цр(г!а'т!!у|о г1лоскость г,а четь|ре час'1.и' две [|3 которь1х сс)держат точки,к00рдин ать| которь'х отвеча!от услов}1}о задач}1.

152

1!:.

а|!:

|х+х>21
] .г 

> о(т *:о),

[.т > 2(;,- 12)

|[рш*сер 41. 3 двух бргтгадатх работает бо:тее 2'7 человек. 9ис.тло ра_

бочих гтервой 6ригадьл болсс чем в два раза 1|ревосходит п;.:с.;ло рабо-
,п:.тх в'горой; бригадьт, умсньш|ен}{ос гта !2. 9лтс.:;о ра6оних второй (:1:т.:_

:':г]{ьт более чепп в 9 раз ||рсвосходит !(|.|с.}]о ра6с;них т:срвойг б1-тигадьп,

у\.1с1{ь1пенное на |0. €ко.г;ько рабо'тих в к;т;к,{о!! брг:;'а,:те?

Рецлено;е. Фсновгтой г:дссй рстпо!1|1я яв'|яе'|'с.ял тот яс*цьтй факт', нто
,т исло рабоних ках{до!"{ бр игадь:'- - }-!атура_ць!{ое число.

1аким образом, ятас б}:дг интересовать то.'|ько т0!|к{, с целочис_

.[]е|{нь!ми координатат\,1}!' ]{е)ка1ц1.|е во ]!{]]()х(сстве 'гочск' за/1аннь1х ус_

.]!овисм задачи.

[|ос'гроипп геометрическое п,1есто точек, за](аваеп{ос нераве|{с:1.-

ва]!1и:

[4скомое ]'мт -_- трсуг0.,{ьник' в!{у'гри которого лех{ит еди!{ствен-
ная точка с целочисленнь|ми ко0[;1ин0'г8ппи (: ; ; :т).
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6ледоватсльно, 9;г _!- .тоэ -!*< 102 <+ х <|2.1ак как коли-22
'!(:с'гво рабоних каждой бригадьл - натуральное число' то х < 11 . €
::рцой сторонь!' т.к. -у'9('_10) >0' то' по крайней мере, х>10
'|'аким образом, х - 1 1 . !{з первьтх двух неравенств полу{им' что
|(! <.1' < 17'5 . €ледоватсльно, ! =\7 .

()тпветп: т{исло рабоних первой бригалы - 1 1 человск, а второй
бргтгадьт - 17 че;-товек.

1.8. }равне}|ия и [|еравецства'
приводимь:е к линейнь[м уравнениям

Формг:рова}|!{с навь{ков исслсдования может бьтть продол)кено
! |ри исследовании простейп-хих не.г:инейньпх равнений, приводя|1(ихся

к рассмотрсни}о систсм 1равт:ений или сме1шаннь1х систем линейнь]х

уравнсний и неравенств.

|[ршлтер 44. Ретлитеуравнсние !:1 = 1

х*2
Реапетсссе. !агтное уравнение сводится к равносильной ему систе-
х -4й€] 

-=1ё
х=2

6лпвепт'. _| 
-

.\ #2, ё.т = -1.х*2=|

:

А таалцупотч ес кое р е111е/ !!.{е. Фс:товньтм условисм нах0)кдения ана!|и-
т!|ческого рс!шс}|!{я зада!{[| являстся 1{елочисле}{ность переме|]нь1х.

14меем:

!!рш"шер45. Рептитс уравнс}1ие &: = х * 3 .

х__'
Рецсетсце. }равнение также сводится к равноси.!1ьной системе

''-9 _ [.т*3'
=;т+5<э{х-3 [х+3=х+3

Реше;-гт:ем полреттной систсмьт яв.,ш!ется любое з1{ачсние перс-
менной, кроме од1{ог'о, т.с. к!оме х:3.

6уозвепэ'. (* ; 3) |.-)(з ; +*)

{|ршт*ер 46. Рептитеуравнение ?^* 
*!3- *цу9 =| -'(:" 

_:?)
2х _16 х_ 8 8 3х-24

[х+т>27, |.т>27-х.

] 
.: ' я{, - |0), <э 

] 
, . : * ,',

|.к>2(у -12) 
[.т' >я(х_ :о)

['[з второго и третьего {{еравенств дагтной

9х_90 <у<{+|2''2
1 _54

системь| т1олу{им' что

155



Реаценце. !анное шавнение в 'гочном смь]сле определения не яв-
ляется линсйнь]м, од|{ако приводится к ре1шению такового на множс-
стве до!]устимь!х значений переменной х.

Аз6авление от знаменателя' т.е. р1но)кение обеих частей уравне-
ния на вь1ра}кение' зависящее от перемен}той, мог;то бьт бьтть оц-тиб-
кой' |{оэтому вь|полним прсобразования' не меняющие множество
определения данного }равнения.

('м[,(сл при лхобом значении х с(--о ; _ :)!.)(*: ; о)|.-.](о ; :)[)(1 ; +-)'
;! (тождественно)) преобразоваътное при лгобом значении
п е (--о ; -:)|.-](-; ; *.о) . |[оэтому при ре1]-{ении подобньтх равнений

ппа/{о позаботиться о равносильности проводимь|х преобразований.

24х * |56 + 48у' - 288 * 2|х+ ! 68 - 80х + 624
э.+(х - в)

|1о опреде.гтс}{и!о, дробь равна !|ул}о то.,1ько в топ{ слу{ае' когда ее
т{ис']!!тсль равс1{ }{ул!о' а знаме1|атсль отличег] от нуля. |[оэтому полу-
чснное шавт-1ение булет равносидьно систс}.1е

[ээх =з+в'

]х,. в
<> х =12.

9:пветп'. 12.

[ +":г ] _х

[1ршлсер 47. Ретттитеуравнсние 1 :х 1 +х = 3

13-;г-' 14-.т'
|-х

Решсено.се. [1ри вьтполнении преобразова:тий вьтра>кений,
ля}ощихся то}кдестве]!нь]ми' очень часто ме{{яется множество
тимь]х значений переменной, входящей в э.1.и вь1рая(е!{ия.

Б частности, если форм;шьно провести преобразова}{ие левой час-
ти шавнения' то полу(![.{м следу}ощее:

(;+"т/-(т_х)'
(] _ х)(1+.т) +х(] -х) 2
1+х_1+х

] +.х 1 -.т

г+1 |4- х
9тпветп'.5.

1.9. 3адани, использу!ощис график ;:и:лейно:] функции

}'[спользование чертежа при рсш]е}тии геомстричсск!1х задач яв.|]я_

стся неотъемлемой частьто этого рс1шения. |{остросние черте)ка г!о_

вь11|]ает наглядность условия зада{1и' позволяет легче находить связи
ме)кду даннь1ми и искомь!ми велич}1нами задачи. 1о :ке самое мь{ }!а-

б;людаем в физике. А вот использование черте}ка в алгебрс являегся

достаточно редким явлением. Фбьлчно и в этом слу{ас ощаничива|от'ся
одномерной модсль}о математ1.1ческой задачи. Бьгход в 11лоскость 

-
редкость, но хочется' чтобьт это ст[шо правилом.

||4з физики известно' что закон изменения пройленного пуги при

равномерном движении задается лигтейной ф}тткцией г(г) = г (с * с') .

(ак ртзвестно, щафиком линейной фг'*ции является прямая лин!:я.
|1ри этом вел1!{!ина срсдней 11л|.| постоянной скорости дв!1)ке[1}|я вь!_

ступает в качестве }тлового коэффишисгтта' т.е. ра1]на та1!гс||су уг'|а
наклона соответствующей прямой к оси ,.

Бсть еще одна замечате.]1ь}{ая особен}{ость в реш.|ении фглзинескг:х
задач 

- 
некоторь{с вел!1чинь{ в .г:кэбой 1тз них счита!отся известнь1ми'

которь!е могуг бьтть опрсде.}|с[|ь! по таблр{!1ам и т.д'

[7ршлсер 48. Аз п}нкта 7 в гтункт 3 вьтехала щРовая ма1пина' а че-

рез полчаса за ней в том }кс направле1{ии вь!ех€ша легковая матшина.

=0<=>

х*1,
х*-1,
х+0, (}л=5.
х*14,
5х=25

{#1,

х *0,
х#-|,
х+|4,

2

^ 348-29х-(..'с)-=().
2{(х - 8)

[х =12,
- [х+3

ь:'
й
5{.

Ф-
$;:
ы+.*}.ж:],
&а&5-
ж

не яв-

допус-

1+х |-х
1*"т ]+х
!+.-_-_|
1-х
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Бще через час с.]1едом за ними вь|ех:ш мотоциклист, которь:й обогнш:
обе машгинь! в тот момент' когда ма{пинь] поравнялись' Р1отоциклист
прибьш: в пункт Б ута | час рань11]е щузовой машинь1. 9ерез какое
время после прибьттия мотоц!{клиста в г(ункт Б цд' при1пла легковш|
магпина?

€прагшивается: сколько и каких перемсн|{ь]х надо ввсс.ги, чтобьт
составить математическу1о 1\{одель данной задачрт? Фтвет парадокса-
.]1ен - перемен}{ь1е вообще не потребуотся| Боспользуемся графине-
ско1'{ модель1о ус.]1овия задачи.

Ре;цсусоое. 14зобразим трафикг' при, ттройленнь!х автомобилями в
единой системе координат. '|ак как в гпскоторьтй момент времсни всс
автор:обилгт встретились, то щафгтки пересекаготся в одгтой точке' ко-
торая обозтта'теула Ё.

!|'|'ош,|' что ка:кдь:й из них равен какому-то временному интервалу ме_

'(у мош1ентами вь1езда или моментами прибьт'г|'{я соотвстс'гвуо|цих
]\{:!|!|ин.

14з условия следует' что

А|=:'(Б=|' А,|'=|.
2

€ледовательно,

('Б' = 92 
'',, =? -!|Ао!|3

1аким образом, легковая ма1|]ина при1шла в пункт 6 нсрез |,'"'
3

!!осле мотоциклиста. 3аметим, что при ре1пении этой задани мьл

<;бош:лись без введения каких-либо г:еременньтх!
)

6упветп'. 1часа.
з

|7ршлоер 49' в 17 часов из п}нкта 7 в пункт 3 вь:ехш; рейсовьтт! ав-
'гобус, а в \1 часов ]0 минщ навсщечу с1\'у по тому )кс прямо;тиней_

||оп4у 1шоссе вь]ех€ша лсгковая ав'!'ома1ши{{а. Б 17 часов 30 митту'авто-
бус птрибьтл в п},нкт А, а автома[шина ---в пункт 6. (акуто часть !1ути

от 2 до 6 проехал автобус к моменту встрен*л?

!
*

'|
[

$

ё

€

-

!

[

|

]]атьнейгший ход регшсния прост: из подобр:я треуго'}!ьников ,4(|
и А,&Б,пол)дим, ''''' 1! = +. А из подобия треуголь ников €!(РА,|, {[,
и €,/{Р' следует' ,.' €а

с|л| {,Б

€лсдоватс:тьно, |1о.,ту{им' чт0
Ар со
А'Р, €'|,

Алгебраинеский:

смьтсл каждого из отрезков' входя1ц|{х в даннуо пропорцию' сос'гоит
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Р еоце туосе. Боспользуемся гсомотрией. 1,реуго_|1ь{{ики
0чевид}{о' ]]одоб1]ь!. |{оэтопту ()тно1{1ен!{с г:х .цюбьтх

элемсн1юв постоянг!о. /, 
- '17| = 

30 
- ]/, к!' 20 2

1. 1

1=0,(.>
|\ + |, 5

! !с';'.[с га:з.::яя, имссм: !- = ! <.> т ( п - 1) = г ,' '7 
= !- .?+г * ' ' к-|

(),аавепэ: - |

/{ -\

||рш.мер 51. Аз пунктов А и Б, располо}ке!{нь{х }!а одттой рекс' од-
!{()време!{но с од}|ой рт той же собственной скоростью, равног': !2
;<м/.тас, вь{1ш']|и два катера. |1ослс всщечи они продо]|}кили свой путь'
:саждь;:! из катеров пргтбь:л в г!у{кт назначения' сра:}у же развернулся
!! отправи'!ся обратно' Ёа обратном пуги катера снова встре'|ил|1сь,
!{р]-{чсм ме)кду п{омен'1?}1и двух встрсч про1пло 17 часов. 9срез 32 на-
сов 1]ос]{е вьтезда катера всрнулись в исход|{ь!е пу1кть|. 1[айдите ско-

!)()с'['ь течсн}1я реки.
Ретцег;це. €нова воспользуемся графинеской ил.}!!ос'гра:лисй !.1 сно-

!]а рс1п!{м эту задачу в обп{ем виде.

[{усть, на1|ример, катер' вь|111ед!пий из ш}нкта 6, тпел снач€ша по
течени}о' а обратно -- против течения. 1{атер, вьлгшедштит] из пункта А,
!{а11ротив, снача.]|а 1пел против течения' а обратно 

- 
по течснию. 1ак

как собственная скорость катеров одинакова и скорость'гечсния реки
такх(е считается 11ост0янн0й, то отрезки |1рямьтх' явля[ощихся графи-
ка!\{|-{ /{ви)[(сний катеров в одну и ту )ке сторону, г{арш1лсльньт'

&]х/ и Амм 
|

схо/{ственнь|х

€.гтсдоватсльно,

Фпзветп:0,6

|7рш'шер 50' Аз пу{ктов А и Б одноврсп,'с}{но о1'правились цс1{|схо/,|
и велос!{г|едт;с':'' |{ос-гдс встречи г{с{.1]еход |,ро/{о'|жи,1 свой гтщь в |]унктБ, а ве]тосипедист развернулся и также от!!равился туда )кс. |{еш:еход
пр*лбь:л в п}нкт Б тта / !1асов позх(е в0звра1це}1!{я вел()с|{г]ст!|ста.
€колько вреп{сни т1ро1ш.,{о ]]о вст})счи. есл|{ скорос.гь 1!е|11ех0:1а гз * размснь{]]е скорости вслос: :п лсдиста?

Ресааетааое. 14спользуем графики. 3акогг ]:вижсния вс]{0си]1сдиста в
пу[!кт ,4 'задае'гся как 5 -= 5,, |,',,,,',,,,.. т, ц(с 5; расстояние между
лунк'гамта А и Б.

6
'
1

:.

{
:

Ё|

(амое главное условие в это!-| 3адаче -_ э'го ?Ф, т11.6 г{а во3враще_
ние в пунк1: 3 велосртг:сдисту ттотребуется то же время' ко"горое 0!{ за-тратил1 двигаясь навстре.{у пс1шсхо2.{}. |!олутиьт, что сслиБ[,=[€=7,то |'|=7+т.

Аспо;льзуя геоме1ричсский 
-сп:ь;сл }тлового коэф(.:игциснта цря-

мой' г:олрасм,||то )-', , ' #=,'. .откуда |( 
' 

|',,'"' 
-- 
| '

|-о |'с [-о [,, *
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,н= тэ.!=з 
'

|1оэтому ксмР _- пар'шлелощамм' и' следовательно, 1реуголь-н*тк0|{€равен треугольнику РмБ. Ё{о тогда, как легко видеть, тре-угольник 0['[( равен треугольнику |г[/х/Б. |1оэтому сра:}у получим' чтовремя' прошед1шее от момента вь1хода катеров из исходньтх пунктовдо момента их первой встечи' равно времен}1, прошед1пему от мо-мента второй всФечи катеров до момента их возвращения.
3то и есть осно:

сразу не бросается 
]н'ш! идея ре1шения данной задачи'которая отн}одь

время нахождения 
; глаза! !альлше все просто' Фбозначим 7- общеекатеров в пути' % - время' про|шед1пее междумоментами встреч' / - время от вь|хода до момента ттервой встечи'или' что 'д"'ж} от момента второй встечи до возвращения. .|{о-лу{им' что | =

2
Фбозначим: у* 

- 
скорость катсра по течени1о , а [/- 

-ск0ростькатера против течения. и так как !/' =/ -у[//_ =1.в'* */...,то 
[/* -|/ =2[/'",., у. 

'у =2у' -, 
с.о6с'п,'+ упеч.э а

!вигаясь к точке своей пр^'^; ^^*^-_ 
('о('спв'

все расстоян ие от А';ъж;'# ";::(;-' :;]|' "','..'но про{1]ли

Раконец, время, затраченное каждь]м из нихна весь п}ть' равно

$ 2. Формирова|!ие содер)}(ательно-методинеской
линии 3адач с параметрами

в ходе и3учения свойств квадратичной функшии

(т'ержнем програм!{ь{ ;:добой направ]]енности и ::рофи;ля {]о [\,|ате-

мат'ике яв'!яется тема к1(вадратное }равнен!1е и квадратичная функ-
!1!1я).

,|!инсйнь:е и квадратнь!е уравнения и неравенства *- е/(инс'гвен-
!!ь!е темь| лпобой про{раммь1' нач[|ная с гумани1'арглого г:рофи]\я у1 за-
|(1|нч1!вая ,\,|а'гематическим, ов]|адение которь]ми считае'гся о6язате.:ть-

:тьтм. "{в.::яясь фундаме!1том матер1атическ0го образования' эти темь|'
'1'ем ||е менее' не !]олуча1от /1остаточно 1'1]ирокого рассмо'1ре}[ия и ос_

мь1с,]1ен!1я. Фсобенно э'1'о о1'нос!.|тся к теме к(ва7-1ратное уравнение }1

{(вадрат}.1чнатя функ:дия>. \,[огуг возраз}|'гь: < !(ак же ':'ак? Бедь на эту
'|'ему о'гведе}{о доста'1'очно больш:ое ко.]!ичество у':ебнь:х насов>. !ег":-
ствите]|ьно, количество [{асов, отво.цимь|х на эту тему, в общей с.]|о)к-

({ости превь]1|]ает ко'}1ичес'гво часов' отводимь1х !{а каку!о-либо дру-
|'\то тему. Фднако анш(из программ 1|о математике [98] !|оказь|вас'т''
,{'г0 независимо 0т рассматриваемого }Р1( по математике, и в 1!1ень_

гшей мере }й( д.тля уг.г:уб.тлегпног0 изучен|4я' {]озво'ш|ет конста'|'ировать'

ч'1'о т]очти единст]вснна'| це]1ь изучения основ*:ой темь| математики сред-

ней гшколь: 
- 

вь|рабо1'агь р1ение рс|шать квадра'1'нь1с }равне1{ия и ре-
ш!а1'ь 3адачи' сво]{я1цисся к [|им. 1аким образом, пр[| современном |]о/1-

хо.':е к 11ре||одавани}о данной темьт г[рев€[]|ирует' а1горитп{ический
1|одход' сво/(ящийся к вос|троизвсдению обревцов регшений, шред]агае-

мь1х у{итс'|ем. }го в корне противоречи]'целям р2ввивающего обутения'
Бедь в бо.г:ьлл.ги*тст'ве задач исследоватс.,|ьско1'о }ровня нс ставится за-

дача нахо)!(дения ре1шения. Б больтлинстве с'!учаев это и невозмо)кно'
[_ораздо ча1це став}1тся во[1рос о су|-|{ествовании этих рсгшений или
сущес1'вовани и реш]ени !"1 с за]1аннь]ми свойс'гвами.

(|.:педует также оз'мети'|'ь' что !|ро|раммой бо.г:ьгпиг{с1'ва курсов не
11ред}смо'Фено обсужде}|ие вопросов о равнос}|.,!ьности су]{ес'1'вова-
ния корней ква]1ратного уравнения и |1ео1рицате.]|ьности его дискри-
минанта, знаков корней квадратного щехчлена' располо)1(е|{ия корней
на числовой оси. 1'еорема Ёиета, г1рименен!1е которой в да-гтьнейгшем
имес'г ||1ирокое !!рименен!-{с в больгшинстве ]1ред.]]агаемь{х |1рограш1м

.::ибо изунается в ознакоми']'е')]ьном !1орядке' дибо вовсе отнесена к
нсобязате.тльному материш1у.

Ёайдем искомук) величину:

с#=(+)*'-(?)'

т = !+ д = с |:. +,,,(+#)=с?(;+)

=2-2.д- (ь\' ='7, -,т \у,) -т ..

{

!

1

1

*

*1
{!

'!Ё!
&

$!
*: !

$'
!;
н]

3]

$!

|!

$[

!!

п

Ф'стод3. (ъ=
ц =/"Б,ф,-,.

|! оставим исходнь|е значения :

[/
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2. 1. йетодика формирова|{ия содер)кате.,|ьно_методической
линии задач с параметрами в теме <<!(вадратньпй трехнлен.(вадратинная 

функция>>

]].:;ан л'лрсд.:тагаемого изуче[1иятемь: <3адачи с параметрами. !{вцратнь:й трехчлен' |{вадратное уравнение) может бь:ть представлен

Ф'грл.тг1а.гель г!ос'гь дискриминанта'
6охрансние знака трехч'1сна,
]{оказате.т;ьс.'' *"р,."""''

.,1]евьпй сто.глбец данной таб.]1иць! прсдс1ав.]!яет основнь|е во!|рось|'
()т'|{осящиеся к обязательнь]м темам, ко'|'орь!е обязань; бь:ть рассмот-
рснь! в рамках нагшей методики. Б шравом стодбце данной таблиць!
|!редстав'1ень! темь]' ре1шение задач с царамещами в которь!х в боль-
утлей или меньшей мере непосредственно опира1отся на соответст-

вующие вопрось!. Б рамках рассмотения шавнени я ах' + 6х + с = 0

как абстракции до]1жньт бьтть как можно по.,|нее и тщательнее рас-
смотрень! частнь1е {{рояв.'|ения этой абсщакции.

Бстественно, нто абсо.л!}от]:о тот{но ||редставить, в какой з'еме

средней и]|и стар1шсй ;шко;ть: буАет использоваться то'|' и.,!и }]но1"{ раз-
дел' {{свозможно' 1|оэтому таблица !{осит ус]1овнь;й характ'ер. Фтде]ть-

нь!е заг{ятия могР' использоваться г|о мере 11рохо}кдсния основной
|1ро1раммь1.

2,2. |1р едвар ительн ьлй этап : квадрат ]1ое урав!{сц ие

и квадратин;лая фуплкция. Фпре]делсние и график

Ёа гпредваритсльном )та11е введение |1ог{я'гия ква]1ра1'1-1ог0 уравг{е_
ния мо)кет бьлть т;редст'ав.]1ено с'')|едующим образом'

1. Бсли г1роизвсдение /_(вух .]|}1г|е'"1нь!х д{вуч.,(енов о1'носи'|'е./1ьно

указанно*! псреш:ег-гной со стар1|||{^{}1 [[арамстрическим коэффициен-
тами равно ну]|ю, то ка1(ое количество значе::ий персмешл:ой может
бь:ть ретшением !1олуч11в1шегося равгпегтия? ]{ругими с'|овам!.1: извест-
но' что (ах+Б)(сх+а):0,ас#0' |{акое кодичество знанений пере-

менной является ре1цением это1'о шавнения? |1равильнь|й ответ - не

бо;тее двух, но и не менее одного з1{ачения гтеременной х.

{|ршлоер' !равненито (х *э)(х-3) = о удовлетворяют два значе-

ния переменной, а уравнени!о (эх-э.)(х-1)=о - только одно. 3а-

метим' ч1'о этот вог1рос 
- 

о ко.,{ичестве корнсй квадратного шавне-
|1ия 

- 
до сих г!ор не по]1учил точного о!!рс/{е]!ения в рамках

{1]ко.]1ьного курса' поэтому речь [.1дет |{е о ко.||}1честве корней' а о ко_

личсстве значегллдй [|ереме||но["1.

2. 11роизводя то)кдсственньле г;реобразования, {]роизведе11ие м|{о-

|'оч.,!енов первой сте!1ени за[и|шем в виде м|{огочлена в:'орой с'тс!|ени

относительно вьтбранной ттеременной. Б рамках системно1-о исс'1ед0-
вания возникающего урав!1ен!.1я ставится во1!рос о ко'{ичестве его ре-

ви.це с,1еду}оп{ей таб';;ицьд.

бл]а

\
*
*ё

А
*
]
*

{

(вадратнь:й трехчлен .г ('") = ах, + 6х + с, а + ()

3'ггемснтарное
исс.,!едование

Рег:ленл:е ква/{ратн ь!х уравллений'
!{сравенств

(орни и дискр!!минан1'
Раз'гло;кеглие |!а множи1.е']|и

1еорема Биета Рец_тение симметрических систем

Расгпо.г;ожение корней
относитс.,1ьн0 ну'/|я

Расглоложение корней
о'гноситсльно точки12

Раслголожсние корней
относите']ьно [-: ; :]

Регпение'григономе1рических

уравнений и нсравенств
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!||ений: всегда ли многочлен второй степ(
то м' 

_отл 
и ч н ь1м от н уля, м ожн о прел став#|в ;';'##;3"*т"";линейнь:х дву{ленов относительно данной переменной?

3' Бводится понятие квадратного трехчлена как новой абсщакции,представимой в виде вь]ра}кения ах' + 0х + с' а #0 и связаннь|х сним ттонятий кв€
ах, +Бх+с=0, 

'*''.,''"''' 
уравнения как уравнения вида

;рафиком кот'орой ;::;11#;: фу.^ц'и ! = ах2 + 6х + с' а # 0,
4. Бьтполняе1!я т

]1олучения'.,',,,,*'#,]!]жт#::?::;;:ж.1::;"#н#:
3аннь{х с квадратнь|]\,1 .щехч.,]ено}1.

8 этом случас услови(о уравнения удовлетворяет единственное
:}!{ачение переменной.

6. Фбщее ре1ше}{ие квадратного уравнения представляет совокуп-
!|ость значений переменной, вьтража!ощихся как функции парамещи_
ческих коэфф:тшиентов и дискриминанта.

2.3. Репцение квадратньхх уравнений
с параметрами по определению

3алоечаттце. €ог.гдасно сформулированнь1м вь1ц]е принципам, при

ре1це|-!ии задач с г[арамещами |!ервая цель 
- 

проведе}!ие а|{Ёшиза за-

дачи и то]1ько Аалее 
- 

нахо)кдение ре:шений.
Фпреёеление' Регшить )фавнение иди !{еравенство с параме1рами 

-
это значит определить' при каких допустимь|х значениях ||араметров

уравнение или неравенство

1) имеет ре1шения
2) не имеет ре1це}{ия
3) уста:*овить количество регшений
4) най'гп вид ка)!(дого ре}|]ения при соответствук)щих ему значе-

ниях |1араметров

!7ршллер 52. Реулш'ге уравнение х' - 2(а + !)х + 4а = 0 .

Решсенуае. 1) !анное равнение - квадратное относительно пере-
менной .г с парамеФом 4. !от:устимь:ми явля}отся любьле действи-
те'1ьнь1е зна!{ения парамета. !ля того чтобь: уравнение могло иметь

ре111ения' необходимо и достаточно, чтобь| дискриминант данного

уравнения приним[ш! неотрицательнь1е значения. Бь:числим дискри-
о,-,2

минант' 1=(,+1'|- _ 4а=а2 -2а+:=(а-1)']4.)
?ак как дискриминант неотрицателен при всех значениях пара_

меща' то уравнение имеет ре{шение так}ке при всех значсниях пара_

меща. 1о, нто дискриминант ок;в€шся полнь|м квадратом' можно счи-
тать слунайностью.

2) Р,оли с7 = 1, то дискриминант уравнения равен нулю' следова-

тельно' уравнени]о удов.',1етворяет единственное значенйе переменной
х - 2 , однако }равнение имеет корень кратности два.

/(*)=ал'2+Бх*"=,( .'=
\

*'-! -' Б' 6'- 4ас\' 'й''--Б' -т;'-)=
,!.'*9\="( ;а а) [

ь' - 4.с\- --_--- |4а' )

5' Бводит'ся ногзьлй произво]1|{ь:й параме';р' связа:+нь;й с ог]реде..||е_нием квадра1-но['о трех!{ле!{а [1 зав'|сяш{ий о:. все:'о 
''',!й^ ,,'''-мет'ричсских коэффициентов' Бс,тр:чина [ = 62 *ц., ,.,,*^"]"" ,''_криминан1'ом ква/]ра1'ного трехч,|]с!{ а' а таи обозн ачае'." .'й''""; ;"; :;:::]: -'^ ]-1**' 

квадра'1'ного шавнен ия

;# ;ъ::- ", ' ".,";:"ж ;;:#;#Ё1 :ж:#н ;"##

='[[".*)'

то квадратное уравнение

то квадратное уравнение
имеет два различнь{х корня' и шавнение ./х

|. Ёсли р <0 ,
корней не имеет.

2. Бстуи р>0,

(квадратнь;й трехнлен)

(квадратный трехн.глен)

2 , ^ [*=-.+ьх+с =0ё/ -'! 

']-х =.т_'

(квадратный щехнлен)
2 , !-"=.*+ох+с_(-}<+! ,,

|х=т,

!]{€ х. = 
-ь-1Б - -| 1 ' ^2/.а

3. Бс_пи !=0, то

*ь + '[Б
2а

квадрат}]ое уравнение

корня' 14 уравнен!7е ах
!,1]\{еет два совпада}ощих

|2]9 "{, =д, -
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Фтпветп:|1ри а=1
ние1|еременной х=2

\{ есл,4 а;е 1, то уравнсние

уравне}!ию удовлетворяст единственное значе-
,?>

имсе1'два решения.. а + 2 и 2.

!!ршлсер 55. !ва подъемнь|х крана, работая одновременно, разфу-
;и.;ти баржу за , часов. 3а какое время ка>кдь;й из кранов может раз!ру-
'зп.:'т'ь барх<у, если первьтй из них '|ратит на это на а часов меньт1|е вто-

рого?
Ретсоена,уе. ?1сходя из физинеского смь1сла задачи' имеем' что до-

!!ус1'ип.1ь|е значения г|араметров за21аются неравенствами а> 0, | > 0.
[:с.'гг: ггсрвьлй кран п{о)кет вь]полнить работу за х часов, 1'о второй 

- 
за

1 | 1_
(.т + с) часов. 6оставляя )Фавнение' 11олучим: :-*_--]. 1ак как

'] !{аменате.,[}т дробей !1о.]1о)ките.!1ьнь|' то

111_ + _ *:<э х{х+ а)=|(2х+а)сэ х' _(э.т _,)*-а! :0.
х х+а [

14сс;;едуем 11о.,1уче|{н0е шавнение.
|) о :(эт - а\+ 4а! = 4[2 + а2 .

!,исгсримина|{т ||о.!|0житеден и' таким образом, задача буАет иметь

ре !шен!1я при .:т:обь:х значениях параметров'

2) [{айлем реп!ения.

111_+ _ 
=:<эх(х+а) =|(2х+с)<эх х+а [

2[_а+'[ц" *'/
е> *' _(2т _ а)х _ ат

йз того, ,тто 2/_,-^|ц1';, с']!едует' что второе ре1шение не

уд0вле_гворяс'т ус]1овию задачи' т.к. оно мень11]е ну.]1я.

3ацоечатутсе. 14меттх*о условию задачи' а не уравнению. !равнсниго
л:айденное зг|аче}{ие как раз удовлетворяет.

Ёай.:дем время работь| в'горого крана.

2т_а+ 2т+а+.[4| -}
+а=22

2т_а+^|_4|'+; 2!+а+

3) Бсли значение
корня (т е *""'"",; ?;}#; ]й1;?]] ],'#; н::жж; .-"менной х).

" 
-2(,н |)х+ 4а =0 -г*=2, .

|х=2

|[ршлсер 53. Регпттте рав}]ение х' - 4аьх - (,, * ,'), = , .

Р есце нсуе. !олтустимыми являются .гтгобьпе дейст.витель}{ь!е з| !а че'!!ия 1|араме'щов. (ог.:тас1{о схе1\{е ре|!]ения задач с параме.1рами ип{есм:

ц 2р!)=4а262 -(,'*,')'=_а, -у2а,6, _ь* =_(,, -,')'"
2) Р.сли а2 * 6,, то дискрим ина!1т шав}{ег!ия о1рицателен' и )фав-нение рс:шений не имеет.

3) Бсли а' = б, ,'г: 
=,-^' 

то ура|}!{ение имее'г ре1-1]сние' но при|а=*о

кё-

Рсзти а2 # 6' ,.го уравненис реш;етлий не имеет.
= 6', равнени!о удов.,1етворяе'1' с]{и нственное значенис
=2аБ.

" 
{!рцло"р 54' {1ри каких 3начениях 1|араме1ра 4 уравнени]ро-у' + ах+ 1 = 0 удов'}1етворяет е/{инс1вснное значс1|ис псрспте+лг:ог! л?Реацеуус;е. Б данной за.]]аче не требус.гся ре|1!ить это )фавнение.&1а;о того, ре|_|!е!{ие уравне]{ия вообгт{е !{с Ё|адо |.;аходить. }равтте+лит<>будет удтовлетворять единстве|{нос значег!ие псрсмснной в том слу[{ае'ес.|]и дискриминант этого уравнения будет равсн ну11о. €ледователь_но' искомь|е значен|

,'_4=0. 
4я т1араметра а будут задаваться уравнением:

этом ]{искрими}{ант равен }!улго'
л:еременттой х' удов.г]етворя}ощсе
{\'|уле: 

'г 
=2а6 .

Фтпветп: 1')

2) Бс:ли а2
г;еременной .т,

Амеем: а2

Фповегп: -2

и поэ1'ому сди}|с1,венное значение
рав!-{сни1о' о|!рсде.[|яе'гся по фор-

[,=
=о.=!

["=

-4=0 -|':-э|а=2.)

4[' + а2
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Фбунапощий этап
€ледующим 1!]агом формирования содержательно-методинеской

линии задач с парамещами является системное исследование щафикаквадратичной функции - парабольл с одновременнь|м рассморениемвопроса о нахощдении ретлений не только уравнения' но и соответст_ву}ощего неравенства. Б этом просмативается многоплановость
трактовки щафинеской модели: точка - как модель некоторого числаи, одновременно' точка - как граница некоторого множества. /{ан-нь:й подход реализован только в унебнике А.[. йордк овияа [79).Располоясение щафика в зависимости от знаков первого коэффи-
циента и знака дискриминанта' а так)ке отвечающие этому реш1енияквадратнь|х уравнений и неравенств отобразим в виде таблиць;.

|1ршлоер 56. |1айдите все значения г!араме'гра, при ка)кдом из кото-

рь!х уравнение *' _2/<х + Ё2 +2Ё -1 = 0 имеетдва ра3]1и!{нь1х корня.

Реццеустсе' !словие |1аличия различнь{х корней уравнения равно-
сильно услови}о положительности его дискриминанта. [[оэтом}, н3-

о( р\
ходя дискрими|{ан'|': #= к' -(п' + 2* _|) =| _ 2/с, полуим' что

искомь|е значения параметра буАр яв.:тяться рет{-(сниями неравенства
| - 2/с > 0 <э Ё < 0,5 . ?аким образом, ттри любом из ттайденнь!х значе-

ний птарамстра частное уравнение булет имет'ь два раз;1ичнь1х корня.

6упветп'. (_ш ; 0,5)

1!ршлоер 57. \7айдиц'е все значения |тараметра' при ка}(дом из кото-

рь]х уравне'1ию х' + пт(гп _ 1)л + 36 = 0 удов]1етворяет единственное

значе}!ис псрсменной'

1абл ица 5 (про0оласеноте)

а<0, Р<0 а<0, 9=0 а<0, Р>0

(т
!п
!--

\2а
!1ь|х*--[2а

/(х) > о (х,;х')

7(:г)>о [',';', ]

( ь\ ( ь )

[--'-;.,,"\-,*- )
/(х)<о

/(х) < о

\абли
а>0, Р<0 а>0' Р=0 а>0, Р>0

/(*)=о
[ь!х=--12"!ь|х=--[2а

[,

].
/(х)>о (*'-*)-(-*'.-) (_'о;-т' )с-,(х';+о)

/ (х)> о (*;д]'[',;'"-)
| (х) <о

(х,;х')

{ (х)<о
['';"']
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Ретцелутуе. 1]собходипдь|м и /{остаточнь]м ус'[ов}{ем 1'ого' что квад-

ратному равнени}о удов.}|етворяет единс'гвенное значение псремен-

:той, яв;т;лстся равенство его 11искр}1ш1инанта нул:о. 14менно для квад-

ратн0|'о уравнения' ибо в обш{ем с.]1учае уравнение ах2 + 6х * с = 0

3адает }равнение сте{|ен!{ не вь{1ше вз'орой. Бьлчислим д!|скриминант:

| = уп' (па + 1)' - 4 . з6 = (,п' з- тп _ т2)(гп' + п + 12) .

14скомьте з}!ачения параметра являю'[ся рс!пениями равнения
(*' + 

', 
_ \2)(!п' + :п + |2) = о .

!7ршмер 59. [|айдите все з|1ачения парамстра' т1р1-| ка)к]1ом !13 кото-

|)|,1х уравнсн ие (а +1)х' + 2(а +1)х + а _2 = 0 реш:ений не имеет'

Ретценьое.0таргшийкоэффи:тттег!.г.-|!арап1стрг:нескг:й:,поэтому

рассмощим д1ва случая.

1) с=_1 . 9равне11}1е ['1риобретет ви]( 0'-т2 +0"т _3=0 и регшс-

пдий иметь не булет. |!оэтому а = _| реш1ение за'г1ачи'

2) а +4. Б этом случае возника1ош1сс к!]адрат!!ос урав|!е}{ие нс

имеет ре1шен|гй, если его дискриминант ощицатсде!_(

[1оэтомуискомь!сзначения{1араме.щабуАутза.т*авг|.ьсясис.гсмои
(^*-1
1"-

!!соавенств { .!!сР4б9пч'" 
1с, +:)' -(а + |)(а - 2) < 0

(а+_1. (-- 1

! -)"- ёа<-|.
|('* :)' -(а+ | \(" _т\< о - |зца + 1) <0

Фбъединяя найденньте ре!!]ения) !'!о.!1учим' ч'|'о искомь|м яв-11яется

.лл:обое значение г1арамеща а с (_"' ; _ 1]

Фупветп'' (_-;-т]

(э
(*' + * -лэ')(оп' + !п + 1:) : о е 

| 
'',

[|п
Фптветп: -4 ;3

1ршлсер 58. }1айдите все значсния г!араметра' |]ри ка)кдоп{ из кото-

рь|х уравнеплипо (а _2)*' _2ах + 2а -3 =0 удовле'гворяет единствен-

нос значение лперемонной.

Ретсуеууце. Б даннопл случае реал}'зуе'гся о]]|!н из основ!!ь1х приг[ци-

{!ов ре|||ения 3а]{ач с !!араметрами: ес]1и с':'аргший коэффишиент: птри

вьтделег:ной глеремен*пой 
- 

параметинсския!, то до'|)ке1{ быть рас-
сп.1отен с.;тунай' ког/{а 0н обращае'гся в ноль.

?аким образом, !{скомь!ми значекиями параме'ща могр бьгть ли-

6о а:2 , ;тта6о тс его значен!.!я' от'|ичнь|е от 2, ттри которь|х диокри-
минант получа[ощегося квадратно1ю }равнения обраш1ается в ноль.

1) а = 2 . Бозникаюш1ее частное }равненис буАет лг:нейнь:м:

-4::+1=0ё х=0,25 ' Фно имеет сди}{ствен||ое ре1шение' г|оэтому

а =2 яв;тяе'гся рсш]ением задачи.

2) Фс'гавштиеся знат{ения |1араме'1ра булут ре11!ениями системь{
(а+2.
)

|,'-(, -2|(2а*3)=0

1

-(а-э)(э.а-з)=о

2.4. !искрими на|{'!' ква]{ратного'г рех[|лсна

!,искриминант ква/{ра1)'|ого трсхч ::ена Р = Б' * 4ас в ре1пении

учебнь|х з&дач ассоц|'{ирустся 1'олько с |!ро11ессом вь1чис''|ения корней'

Бс;ти дискр}'1ми}|ан'|' сс'1'ь ве]1ичина 11еотри|\атс']1ь11ая' то суш{ес'гвуо1'

]1вакорняквадрат1{0|.ощехч.г!ена,вь!числяемь]епо1,1звос.гньгмформу-
лам' если же д(искр[[м14нан'г ощица1'слсн' то ква]{ратн0е равнег{ие

реш-пений не имеет' и' следоват'о']|ь1]о' наход|'1ть корн|'1 }]е [{адо'

Ёо гтсощишатель}!ость ]{искриминаг!та яв''1яе'1'ся ус']]овием' равно-

сильнь|м су|цсствовани:о корней' |1оэтому в рядс за/1ач' в которь|х да-

носуществованиекортте|!и]1!4вкоторь!хкор!{![}{!!,{о](я.гся'г{адосде-
лать вь]вод' ч'1'о и дискриминант ..1о',1х(е !! бь:ть : гсо';'р :{|{атслсн'

|1роалсер60. Ре:шите уравь|ение 5х' -2х'- *21'2 *2х-2у + 1= 0 '

Р е ссс е нц е..(ан ное }равнен |'1е мо)к1|о псрс| !исать в виде

5х' -2ху +2у' -2х -2у + 1 = 0 е
<э 5-т2 -2(у+|)х+21'2 *2}'+|-0 

'

('*

|''
[а+2' (а*2, [а=|

, . 
' 

,- 
' ^!?1 , э1 , ?!

|-,'*7а-6=0 ['' _7а+6=0 |с:=6

*.
&.в1
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Рассматривая его как рав}|ение относите]]ьно переменной х и лла-

рамещом у, найдем дискриминант:

о,.,:- _ ('т, + 1 )- -'(''' _ э.у + |) * _9 у' + |2у _ а = -(з1' - э.)' .4 \- '

1ак как нсобходимь1м и достаточ!{ь{м условием сущес'1'вования

ре11]е|{ия квадратног0 уравнения яв]1ястся !{сощи1{ате.'|ь}{ость его дис-
)

криминанта, г!олучим' что э1'о возмо)кно ли|.1|ь, ес!1и у -=]. !1одстав-
-)

ляя в }равнение найденное зна||ег(ие, г!олуч}1ш1' ч1'о

-,4 8 4 5 !

5х- _]л -ь 1 - 2х__+ 1 - 0 <э :(3_.- 1)- = 0 <) д :_.
3 9 з 9\ ', 3

[аким образом, напт действи'гель1{о удш!ось реш1ить даг!нос шав-
нение' хотя это уравг1е!{1{е с двумя перемен|{ь]ми.

3ацтечауутуе. [1ри решлении данной задачи бьт.:: испо.лтьзован еще

одцн основополагающий приглцип ре1пения за/|ач с параметами 
-

парамещом может бьлть объяв;легта ;;;обая {!срсмснная' входяц{ая в

уравненис.
' (т э\

():пветп'. [-:- !.(1з/

!ангтьлй |1ринцип хоро||]о ил.]]юсщируется с,]1едующи]\{и двумя
[римера1\|и' ко'горь!е 11овторя!от и рас{11иряют материа].

!1ршлсер 6/. Регцитеуравнение х'+х'' -3ах2 -2ах+2а2 =0,а>0
Решенце. !{е;тосредс'гвенное реш|ение этого шавнения как )Фавне-

|{!1я о'1'носите']!ьно переменной .т с параш1етоп4 (/ нсвозможно, т.к. это

уравнсг!ие нст'вертой сте|тен!.1.

Рассмотриш': дан!|ое равне}{!.|е как квадра'!'н0е относительно пере_

мен!{о}{ а и параме'гром х. |[олуиг:м, !{то

2а'' 
''(з.т'+2.т) 

+*'+х'=0.}с'::овиетт{суш1сс'гвова||}|ярс|1]ен11я,т.е.

вь|ра}(ег!!1я 3начения с как функции х, слу)ки'г неотр!]|{а-ге.]]ь!|ость дис-
криминан'|'а.

о(")=(з..'+ 
'*)' 

_8(.т' +'')='' +4хз +41'=(х(-т *2))''

1аким образом, уравнение равноси.,|ьно совокуп,{ости

174

_|_{+4а _,'{'*'_. 
-!< а<$,и

Фупвеуп: _, |____т-, - 4--
-:_@у . -у + ''!!а +у 

| - 1й : 1й щ^лофм значеуштул а20 .

')2[

Б качестве параметра может вь1стщать на каком-то этапе ре1шения

единственная перемен11ая' входящая в шавнение'

|1ршлаер 62. Реллуцтешавненис *^ - 217"' - х + 2 - {1 = 0'

Рецлеъцце.[1редсгавгпп ую ш:|внение как квадратное 0тносите'ьн ' {1 у

Аанное ре1пение подтверждает принцип свобода вь:бора неиз-

вестттой и параметра.

(]')' - ('*' *:)€ +(" _') =о'

р=(эх' +:)'_+(х' _*)=4*. +4"

1аким образом, шавнение равносильно совокупности
г-г _| _ 

'!ц'!э 
_з

1 х =---__--

г2!а=х
|1,'|а--[2

+х ( 

"'+х-а=0<э! с+

|х' =2а

4_"|т+м
2

4+^гтй
х =_-т-

+|_4ха +4х=(:х+т)'

1-1

_^{й

^{й
0

['

[.
]*
[.

1

\

1

!1

1

.!

*
'|

*

Ё

9

2

['11= 
*'

[.л = "'

+ х+ ! ^['' 
*' -('{1 .')=' 

--1_х [''-"-11=0
-

:-т/+^/:+:
^- .!.

1-

п+т/д*/2+1,- 
2

-т + 
'|ц!1 

_з
х=-
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Фптве:п:
!-_1+х!4'|2_3

{1ршлсер 64, ||а{тдитс т'аимспь1{;ес из значений
су{цествуо'г |1ис]1а у 7' удов.'1етворяю]ц}1е шав}{снию

х2 р2), + .. {-.т.у - х: _ т'з . \ .

[!рсьшер 63. Ретлите сис

|ло" * зу
?

[з*'_2у,

Рецаетуце. Бьтчтем из первого шавне}{ия второе' р[ноженно с тта 2.[1о.глутим, нто

/;о..' . 51'2 _ 2ху_ 38л - 6у + 41 = 0,

[з..'- 2у2 +5.ту-17х-6у+20=0 <э

<э{*.' р9т''-[2.тт,* 4х+61,+ 1=0'

[з'' _ 2у2 + 5.х.1,*17х-6у+20=0
Регпишт {]срвое ур!1в{{сг{ие' рассма.гривая сго как квадратное юав-}]сние относите]|ьно т тсреш:енно:? .т.

+х2 * 4х(з1' +:) г (эу'+ 6у + 1) = 0,

о
1=*р,+!)'-4(зу+|)2 =6

?аким образом, второе уравнение системь! имеет единстве}1нос

ре1!{енис 
^ 

-}с,'+1). [|одставляя найдснное значение во вт0рое

у?авнение' полу{им:
1.
}{з, ' у)' -2у' '2 '$у+ :; *.!11з.1, +\) - 6у+ 20 = 0 с>

<> 49у,2 - 98у + 49 = 0- (;, - :), = о ф -у = [.
11ос.лле чего найдем, что х = 2 .

Фтпветп: (2;\)

. ' _:(х г 'и) + (х' +.т.у + ?.у' _') = 0 имеет рс1.|!енис. [леАовательно,

су|цсствуст пара зна1{с1тий переменнь|х х |1 у , |1ри которь|х дискри-

['1инант шавнен1{я о(у'')= (х + л)' - .("' +2у' + 
"у -|) неощицате-

]!сн. 1аким образом, г!ри искомом значснии х неравенство
.-1 .\,' -2ху _3х2 + 4 > 0 должно иметь хотя бьт одно ре1ше}{тте. Ёо пер-

вьгй коэффи!{иет{т дан}|ого квадратного трехчле}|а 0т|-!оситель1{о пе_

решпенной у отрицателегт. А это, в свок) очередь, означаст то' что для
'гого, нтобь[ !1сравенство могло бьл иметь ре!шение' д[1скр!1минант
квадратного трехчле1{а о(х)=-80-т2 +112 также должс|{ бьтть неот-

рицатсле|{ (|аблица 5) . |1о.т:утишт' что' рс1шая }!сравенство 5х2 < 7, птьт

1!аходим все з|_|аче1:|ия переменной х , уловлетворя}ощис услови1о за_

дачгт. Бь:би рая изних наименьгшое' найде', .. = _./] 
'

\15

Фтт;ветп'. -

11ршлоер 65. |-[айдите все з}]а!|ения параметра а' д]|я каждого из ко-

торь{х }рав|!ег{ис х' + 1ху 1 3а|,' +(?-")'+.1-т+5 =0\: )'
1) имсст хотя бь; од1!о ре{пенис шри у =2:
2) имее'т хотя бь; од}{о ре11]сние (х' у) ?

Решсенце. Фтвет на первьтй вопрос задачи ста{{дартен. !ег"тстви-
тельно' ес.]1!{ пара чисе.]! (*,;2) реш]снис' '1ю:

х.' + 6.т., +\2а +9 - 2а+;{х., -+ 5 = 0. ?1ли х'2 + !0х, + 10ст+ 14 =0 . 9т'о-

бьт сушсствова.',!о какос-л:-;бо реш-:е1{ие этог0 уравнсгтия' его дискри_

мина}| 1' до'{)ке}{ бьтть *:еощг{ца'гсле}{.

о(,)=44 40с:}0,т.с.,, < +.|0

Рсц:енис вторс:Ё.т части ян.ця{)тся 11!97:{Ф[х{!]г{1.1см ре1шенр1я прсдь1-

лу:]ст:: задачи. ]{еи!ствгтте.ттг'гтст, за'!{и1!-|ем }равненис в виде:

^ ( - ;'9\ \
.т' г(3у+4).т г| 3'.,''' ! -_ ],' 5 !=0( \2, )

тему равнений

'-2*у_38.г* 6у+4|=0,
+5х}'*|7х-6.у+2$=0

3

4
*
11'

!-'.

х ' для которьтх

Ретцет+ьсе' 1ак как в условии сказа}]о' ч'го при некотс}ром искомо]!|
значснии х су!цествугот ре|]]ения этого )рав[{ения' то шавнение
176
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Б,сли равне1{ие и|}1еет рс|1]ение' то его дискриминант неощи11ате_

лен. Б(у,а)=з(3 _+а)х'+(в++а)х-4>0' Б отличие от первой за_

дачи стар|пий коэффишиент полу|ив|пегося многочлена парамещиче-
скгтй' поэтому должнь1 бь:ть рассмощень| три случая.

з / з\
|) 6=:. Б\ у,|]=9у_4 и' конечно же, найдстся число !, 1А-4 \- 4)

кое, нто дискриминан'г будет неощицателен. ЁапримеР, ! = 2 .

]
1

2) а <1 . Б этом слу{ае первьтй коэффициент квадратного щех-'4
1{ле}{а по]1ожителен, а свободнь;й члетт 

- 
ощица1,елен. |!оэтому все_

гда гтайдрся чис[|а, являк)щиеся ре!пением данного неравенства.
з

3) а> 1. Б этом слг{ас ттервьтй коэффишиент отрицатслен. !чи-
4

ть!вая' что рс1пение
Р(а) =|6а2 -144а + 1

|1олутим систему:

1аблица 6

!словие

(,г(,), о у')

2' (/(.{)> 0 у.{)

3. (/ (-') < 0 !х)

4'(/('{)<0ух)

!{ритерий

1. 1', . '.
[,,о

Р*
[''Ф

Р-
[' .0

Р
['.0

2.

3.

4.,;:
т

до]]жно
80>0.

(з
\а>-14|^
\4,' -

существовать' т|олучим' чт0 величина

[з 3|-<а1--14 2я! '
!н! | |5

36а+45>0 !с2!!2

{1ршлоер 66. \|айтуц всс з!!ачсния 11арамеща а' {{ри ко'1'орь[х квад_

,*;:;-;й"', (', - 1)-т, + 2(а -|)х+ 2 положрттеден для лтобого х.

Реццетуце.€огластто 11риведен}1ой вь:гше таблише' ус]1овия' за]1а}о-

шие искомь[с значения парамеща' с']1едую1цие:

[л. < о.

(/(*)' 0 9х) <э 
|.,, о

1аким образошт, !1олучаеь{ сис'гсму !!сравенств

(,,'- \>0.
!-'

\(,, - 
:)' -'(,'- !)'о'

[[ервое неравенство систсмь1 -- ус':лови€ поло)1(и'гс']1ь11ости с'1ар-

гшегокоэффициентаква.|1рагноготрсхч.]1е[{а'в1.орое.-.услов!{сотри.
ца'ге.]]ьнос'ги ",'' 

,"*р'й[{а}1та' €ле:тус'г о'гмсти'гь' что то']1ько усло-

Рцс ощица'1'е.}1ь1{ост!-{ дискриминанта ква'[1ратного']рехч]1сна 11р!!

ре1ше1{и!1 нераве1{ства отнюдь не означас'г 0'!'сутствие реш:енит! этого

1

|

1

("=1
!1

06ъединяя найденньте значения парамеща' полу{им: ! 1'
1 а2-1')

Флпветп: 
[--' ;]' [т' 

--)

2.5" €охрансние знак& з*ла.пе:пий

квадра-гного трехчлена

]{ео':'рттцатсльность дискр|.тминанта квадратного трехчлена есть
гтсобхс.:;{игдое и доста'1'оч}!ое условис 11аличия корне}1 этого щехчлена"
8 свото очсре]{ь сго отр}{1{ате-цьность -' необходи1\,1ое }1 достаточ}{ое
услов}1е сохра!{ения знака значений при всех значениях псрептенной.

|1релставим критерии тог0' что квадратньтй щсхчлен цринимает
з}!аче{-|ия одного знака на всей чис:товой прямой.

178

1{еравенства.

[''_|'0, [1"*т)1а+1)>0'^[<э

\{"_')' - 2\,' -1)'0 [-'' _2а+3<0

- |("- 1)(с + 1) '0' .* (,'-'
-1('_1)(а+3)>0-[а>1
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.!|
"

6 | 1| ь
9тпвегп: (-*; -- з) о (: ;+.о) .

1ршлаер 67. 1ри каких значениях парамета квадратнь;й щехнлел:у = (,' + 6а _ .)"' - 2(а _ 1)х-' 
"';';;;ет отрицате]!ьнь|е значения

при всех значе!{иях глеременной -т?
Реоцетсце. |4скомг

( -э . . , 'е 
значения параметра зада1отся системой нера-

|а +ба-4<0,
венств {

|{"*:)'+(,'+6а- !)<0'
Фформим ре!пение в виде таблиць:, в ]1евом

дут представлень] ан|
мь1е для э1'ого расчетжжж,],"'])]',,-"' ' "

с:'олбце которой бу-
цравом -- необходи-

|1ршлаер 68. \1айдите все значения г!арамеща а, \|ри ка)цом из ко-

|'орь1х }1еравенство .х'+(а-1)х+ а-3<0 верно {три всех значениях

::сременной л.

Реоценьуе. Фтличительной нертой подобного класса задач является
'|'о' что явно не )казано' какова степень соответству!ощего многочлена
от!]осительно переменнор": .т. (ледоватс'[ьно' до.||же н бьлть рассмощен
с.::1гнай, когда парамещинеский коэффициег!т при старгшсй степени
: гсременной равен нул}о.

|(ов'горим принцип ре!1!ения !1араметр|-{чсских задач: ес.л:и коэф-

фишиент ||р|.| стар11]ей стегтени ллеременной еоть функп:ия параметра
|{ли !1араме1ров' должен бь;ть рассмотрен слунай,'ко[7{а )тот парамет_

рияеский коэффишиент равен ;;ул*о. 14меем:
(а=0.

| ) ] ' . |!олун!{в1пееся неравенство имеет ре|шсния] однако' 
[_х-3<0

не являстся вернь1м при всех значениях х. ?аким образом, а = 0 рецле-
нием задачи не является'

2) а * 0. Б этом слу{ае рассмащиваемое неравенство - квадрат-

ное' а с.,!едовательно' искомь|е значения парамеща задаются систе-

+10а+1<0

а 10,

[ -з _2л!а< -5-2л
|3'з
| _з +2$|а>-
|з

(, <0,
мой: {

[(" 
_ |)' - 4а(а -з).0

(,.0. (, <0,

1('-')' - 4а' +|2а <0- 1-.,'

( _5_2л)
Флпвеуп'. !_"-; - -'' !.

[з)

|7ршллер 69. Аайдуцте все значения г1арамета' !1ри каждом из кото-

2-ах_х2 -^ -
рь[х неравенство :_--__- ' < -' 0удет вернь!м при всех значениях пе-

х_ -х+'|
ременной х"

(э
|а

|с"
(

'=1

+6а-4<0,
_1)'* (а'+6а*+).'

а2 +6а-4<0,
2а2 +4а*3<0€)

2-1ю -2+!ю<;<
2а2 +4а*3=0<>

о
-=104

-з-/в

г
а2 +6а- 4=0.=|'=_3-\лз

!

[а==3+^/|3
о
- = 13
4

г-| -э_1уо/1,,=-!э!_
|,=-'"1',[э

2

о*.'',' (
_2*^/1б -: * "'/1б )

,)
*3*{3

]Ёч_---__->-т:!:!
_-.+_;1______*
:2--ит :1@2-;
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Реоценше. (вадратньтй 
щехчлен, стоящиг] в!ом зняч"..', .,^^^'-^. -_ ' 

| знаменателе дроби 
'|рин:::" : ::::: -::1"у'. : " 

, *, ,, 
"','/^;; 

"#ж1?#"; 
:,]1ьнь!о

ж;н:]:];]]1]::: 
5). |{оэтому умно)кение обеих частей неравен-

;:::*:::::'-{:""определенн'"",,''*"!;;;;;;,';;##:;',' "''1::": :у, ", " 
кр о м е того, знак' *.""й'"} ;;;; #Р

|@ +л)х'
€)<

[(а - 3)х'

Ё

*э$
*
:,:

ё
ё
&

!

:'

[а+1>0, (

|'' -тэ.1,+ :) < 0, |а 
+ |

]'*з<0. -]
|- \а -3
|п++(а-з).0 (

{1ршлаер 71. |1ри каких значениях парамсща /' 1!еравснство

. ,х'+х+2
| < # < 3 верно при всех значениях ;':еремет*ной х?

х'+1
Реьценце. 1.к. квадратньлй трехилен, стоя:циг! в зна1\{енателе дро-

(тг-:, положителен, то' данное двойное неравенство буАет равнос|{дьно
системе неравенств:

";т 

< 3 е 2 _ ах _ х, 3 3.т' _ 3л + 3 <э 4х2 + (а- з)." + : > о .

?ак как старгпий коэффициент
ле]]' то квадра:ньтй щехнлен будет
нь|е 3начен|1я тогда и только то]да'
больдце нуля (таб;трл'тца 5).

Амеем: о (") = (. _ з), * 16 = (а - т)(а + т).
Рсш-тим неравенство : (а -7)(а +:) <о., -\ < а < 7
Фгпветп: [_: ; т]

, 1рш.тсер 70. |]ри каких 3начения)
х' - Ёх + 1 

)0ачЁниях {|арамеща неравснс'гво

;т; < 3 сттраведл}{во |1ри всех значен иях х,!

Ресценце.

2-ах-х2

х' * |а+1_-;- 
< 3 <эх_+х+1

квадратного щехчлена положите-
принимать только нео1рицатель-
когда е|.о дискриминант будет не

< 0 <э _2х2 _(* +з)х _2 <0 .

- ах'+х+2 - 
(,,''+-т+2>-х'_1,

-[<-_---;---;-<]<э1х_+] |ах'+.к+2<3х'+3

+х+3>0'

+х*!<0

€истема неравенств буАет вертла при всех значениях переменной .т

гогда и только тогда, когда каждое из нераве*лств будет верно !три

всех значениях пере]\|енной. 3аметим, что а = _1 или а:3 не удов-
] !створяют услови!о задачи'

€ледовательно, искомь]е значения парамеща зада!отся системой:

1

12'
1

1

11 !1ё---<а<-124

"] 
*ь'+1_3х2 _3;г_3

- ( 1| ||\
()упветп: ! _-:- |.

\ \2 4)

2.6. [{орни квадратно{'о трехчлена

|!онятие корня или ре\г\ения уравнен||я или неравенства яв''ш1ется

одним из основнь!х гтонятий к}рса матема'гики. € улебной точк}1 зре-

ния, трудности в ре1пении зада!{ с параметами свя3ань! не столько с

их технической слох<ность!о' сколько с яснь1м пониманием много-

уровнсвост}! таких задач. Бапример, в обь;чном шав}|с1"|}]и ((с иксом))

с]!едует просто найти его кор}!и и на этом шовнс рс!|!ение закан[{ива-

ется. А в равнении с параметром сле]1ует п:ерсй'л'гт на бол:ее вь:сокптй

шове}{ь: надо е!11е на корни уравнсния ((||0с]мо'1'рс1'ь))' '1'.е. ||0|1я1ь' как

они изменяются 11ри изменеЁ1ии дан!{ь!х за]{ачи и' да!ео' опрсде.,1}|ть'

какими дол)кнь! бьлть эти числовь!е дан1{ь1е' '-д'добьт к0рни !рав|{с!{|{я в

итоге удовлетворяли тому !,{.](и !{!{ому ус]|0в!{|0' [{с):т]о]т|} форш:ируго_

щаяся в 1школе привь[чка ре1шить шавнение и на это]\1 пос'гавить точ-
ку, и вообще' г!рисутствие в 1тодавляю|1цем 1{ис'!е урав}!ений :л нера_

т2 +.т+!

[1ерехо2д от дроб]!о-рацио}{а'|ьно!.о н
неравенству равноси]|ьнос п:реобра."""#":уж::ж:';н;
есть вь]раженис' ![р'|н|1ма1ош1ее !|о.]1о)ки.
значе}{иях х, в си!1у вь|{1ол||с}| ия 

^," 
.",,"1]]::;#ж;; ;:ж;г!ри|]|!маемь|х квадратнь|м 1рехч.]!еном' стоя!!{и1\{ в знамснате]]е_2х' -- (/с + 3) х - 2 < 0 сэ 2х2- (' - 

'1''1 ''' '?ак как старгший коэфф:.:циент квадратного техч./]ена г{о"г]ож}1тс-лен' то !{скомь|е знач
ством (& + 3), - |6 .0:"#;#}:'" 

в это}1 случае задаются }!еравен-

(ь +з)'1 _|6 < 0 - (& - л)(ь +7) <0 <э -7 < /с <1.
Фгпвегп: (-7; |)
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венс!'в 1'о''1ько о]{ной леременной сразу )ке {|ерсводит зада.!|| с пара_
ме1'ром в ранг -груднь|х.

[нот)ца само условие 3адачи --- установле}|ие существовация кор_
ня, а не с!'о нахождение.

6пре0елеттие. 1(орнсшп }равнения или неравенства назь|вается зна-|{с!!ис !!ерсмсг*глой. г!ри 1{одстановкс которог! в уравне:{}!с и.,!и !{ера-
вс,{с'во уравне!{ие }|.,]|1 неравенстт;о обралцается в вернос чис.)!0вое ра_
||0|{с1'в0.

[-еопте':1г:неск1! су|[1сс'гвова}{ие корн11 урав}{с[||'я 0значас1., !{'1.о

л;таф:тк ур!]в1{сн|.!я т.1мес'г об;цие гочк].! с осьуо (){ .

[1ри :тсгто.тль3ован[.1]! 9пР€,,1€/:€!{[{я кор1{я в ре!|1ени'| за,{ач с пара-
п4е'грами мо,(но сс}с'рмулирсэва.].ь е!т{е один принц!.1г1: ес.,|и ,'3вестно
хо'1я бьг о]{}1о ре|ше1{ие з[\цачи с !1арамс1.рамг.:' глеобхо11ртпто най.:.и зна-
че}11|я |]арап'{е'!'ров, отвеча[о|1(!!х ]1'о['у ре!][сник), а |1з на}-']]енг|ь|х 3на-
чсл,тгтй вьлбра'гь з!!ачс|{ия, о'1.}]()({а1о!цис ||0.]!!{ому ус-)]0вик] :]а/{ачи.

!|рш.поер 72" Аътй;т,и.гс все значс|{ия |(а
,тгтс,та 3 ;г - .5 яв:тятс;.; ;; ;;й; ;;;;;;#':::'н1 ;:' ;"" 

ко1 орь1х

|)етцс:т:суе. \2!ст'уоэт+,зуя о!!ре](слен!{е ре1!]с!|ия' г!о_цучим, что ].|ско_
мь!с з}{ачен11я 11арамс1'ров у]{ов.]|створя1от сис1.еме уравгтсгти;!:
|'
[-:з_5р+ц--0'

Рстпл-:пц') гу сис1.еп{у.

}9г3р\ч=0, [3р+ц-э' [3о+о=9 |'=_э) ". . -.(-->7 _ <э{ ' '<>2'
|*21-5р*ч=о) | 5рг1=2э [вр=-:ь 

*1и-:з
()тпвеуэ.о.. (*: ; ;-з1

[!ршлсер 73, |1а{тдтц'ге всс з}!!1чен}1я ||араметров (/ |-{ /э, гтри ко1'орь|х
урав||ение (а' +2ь)х' +(ь' + 2ст + \).т-г 1 =0 ип,|ес']' к0рн}!' 1]риче|!{ хо-
'г'я бьг о]]г;пд {.|з н!{х равен |.

Реу'г:е;усуе.[{о,цс'.авим з||ачс!!ис х - 1 в шав!|е}1ие. |1о ус.гповтлю, отто
,;бга:'г:тся в вср1{0е равенс.гво. [1о',ун''', '11.6

'[ак 
кат< глабор з**анений ттараметров е]1инс'гвснньлй. и огл нафен в ре-

!у.]|ь1а'|'е !10дстановк}! заданн0го значен!'я п лсрсменно;!, то !!ровсрять' вь' -

|!().]'!{яется ли г1ри этих з!]ачениях |1араме'|ров ус)1овие за]1ачи не на.]'1о.

Фтпветп'. (-п ; _:)

1ршмер 74. |{вадрат'ное '!/равнен^" ,''+ |.:.т + с: = 0 нс имеет кор-
:лсй. Р[звестно, что а+ Б+ с<0' 0л:реде.]1итс з1{а!(и !!арамс1?ов4ис.

Ресцет+о;е" Фбратимся к таблил1е 5. 1{вадра:'нос ура|}|!с1|!{е не имсет

рс;шен:дй в тех с'!учаях, когда л'рафик ква]{рат'!|0!'о '|'рех({.||с|{а

/'(.т) - ах' +!э.у+с г|е |1ерссскас'г оси Ф|. |[ри э'гом г:арабо;па распо-

.]!0)ксна либо вь:ш-те остц €,{ , либо ни)ке ес. Б лпсрвошт с]!у!{ас ква]1рат_

гль:['| трсх,т"шсн {1р|.|}{'!п{ас1' !{о.]|о)к|'''!'с.){ь|{ь]е з}!аче[!ия, а в() !},{)р0п' -- о1'-

р!|||ате.]1ьнь|е.

0сталось 3амс'ги'гь' что с = / (0)' ./ + Б + с' = / (1).

}1 так как ||о ус]]овию /(|)=а+!:;+ с <0, то' с,]1едо}]ате.]1ь|10' к!}ад-

рат11ь1}"{ 1рсхчлсн !1ри1{имаст 1'олько ощ|,|цате.]!ьнь[с з1[аче}]1{я. ['[оэ':'ошпу

ст<0,с=/(0).0.
6уттветп''о<0,с<0.

' !!рсалсе1л 75. 0 ква21ра'г}.(')м }'равнс(!и|, с;-т: 1 1:,т -}-с = 0 }1звссг!{0,
!{т'0 {.[ > (), а +' с < 6 ' ||4мес'г ли дан|{ос уравг!с!1ис рстше:тие'?

Рецсетуьуе. [ак как с'гаргший коэфс}птг1исл11' ква]{ра|'ног0 щсх(1;{с!![!

/ (') = ах' 'у |'х + с' !{оложи';'с]!е!!, т'о ве'тв!.т ттараболь: на|1рав.цс!!ь|

вверх (таблит1а 5). !с;товгте а1-с <Б<>а-6+с <0 шцоя<но записать в

'идс 1'(-|)<0.3то 0зна!{аст' ч1-о 1!а графике сс'гь точка! с 0'1рица_

'гель||о}_| ор]пинато}!. [{спользуя г!о}{я'1-ие г1егт1]ерь]|т|{ост'и' 11о.]'|уч[лт!,' '!то
парабо.г:а бу;тет' пересскат1, 0сь Ф| в двух разлР!чнь|х 1'0чках. 1акипц

обра:зом, }рав}те|!|'с имсст два, !1ри1{см разли!!!]ьтх корня.

() лп в е тп'. да11нос }равнег1ие имеет ре|]]сн].1е.

||ршлоер 76. )\аттьт три уравнс]{ия
1)-" -(а г6).т+ 8=0;

2)*'-ь(ь+1)-г+с,.0;

3).т'' - ь(ь + :).т' * с = 0.

|=0<э (а+\|' +(6.; !)'=0- 1(.!-_\'
{а-=*|

!84

а2 +26+02 +2а+!+
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(ах<дое из них имеет' по крайней мере' один корень. {4звестно,
что корни первого }рав!{ения 6ольтпе единиць!. !1звестно также' что
каждь:й корень первого уравне}1ия является корнем третьего и' по
край:тей мере, один из корттей первого шавнения удовлетворяет вто-
рому рав|{егтито. Ёайдите чис.]]а а,Б,с , если Б > 3 .

Рецаегуце' Регшение основано на том ясном факте, что квадратное
равнсние нс может иметь болсе двух рсшений. {ействительно: пусть
х| и х2 

- 
корни первого }равнения, и пусть' например' ,! - корень

второго шавне|{ия. Аля щетьего )равнения полу{им:

|.'! -ьг,ь+!)х| +с=0.
1 " . .. : , Ёо эту же систему можно записать как
|л]-6(6+!)х] гс=0
(, ^'э

](-;) 
*ь(ьн:)(л|)"+с-0' 

2 2], ",, ' откуда последует' что числа "т;и х]

[(";) - 6(6 +1)("/)*.. =о

также являются кор}б{ми второго урав}{ения. 
'|аким образом, полу{а-

ем' что второму шавнснию удовлетворя1от три (!) знанения перемен_
ной. 1ак как т{евозмо>кно, нтобьт квадрат!{ое }равнение имело щи раз-
лич}{ь|х корня' то среди /1аннь]х трех чисел как минимум два -одинаковь|е. ]о есть либо х, = х!, либо хх = х1. ||ервое равенство
противоречит тому ус'10вию' 1{то корни первого уравнения больпше
еди!{и1|ь1. |[оэтому возмох{но ли1т]ь второе равс!{ство.

2.7. €оотно|шение мещду корнями квадратного трехчлена.
[еорема Биета

[{ри регшении квадратнь'х равнений и ква]{ратичнь[х неравенств с

г{арамещами и 6ез них во многих слу{аях приме}1'11отся формульт
Биета.

1еорема Биста. Бс.т:и квадратньтй щехчлен
{(")= ах' + Бх + с, а #0 имсет корни х| и х2''г.е. е!'о дис1(риминант

Бс
|!еотрицатслен. то х| -Р х, = -_1 .к'х, = 

а.
Фтметим (скрь1тое коварство) этих соот}!отшеций: сами шо себе

они с11{е не обеспечива}от с),ц{ествование корней квадра'|'}{ого тех-
члена. [1оэтому эти соотнот1|ения нельзя использовать' нс проверив

условие неотр,{цатсльности дискрими1{а!тта.

0братЁ{ая теорема. /{юбь!е два числа р и ц явля\отся

корнями квадратного щехчлена [ (")=,("' *(р*ц)"+ рц),а#0 и

квадратного урав}{ения "' -(р + ц)х+ Р4 =0.

( л е д с т в и е. Форму.па разлох(е}|ия ква/{ратного щехчлена на

мно)кители.

Ёсли х, и х2- кор\|и трехчлена' то /'(х) = а(х - х')(х -;г, ) .

Б формулировках и в ходе ре1пенР1я больгшого количества задач

использу{отся вь!ражения' содержащие корни квадратного'грехчле!{а.

Фбьлчно эти услови'{ удается прсобразовать таким образом, .ттобьт в

ихзат1иси у{аствов;[пи только произведение корттей илиих сумма.
Фпреё елегтше. }у[ногочлен Р (х, у)назьшается симме'|ри({еским, ес-

:т*т Р(х,у) = Р (у,х)' т.е. }|е меняется при заменс х |1а )), а у на х'

Б частности' многочлснь1 о| (', ,'')=.{, *.{2;о'(х' ,х')='' .', ___

простей:шие симмерические м|1огочлень! от двух переменньтх. |{роме

них, в задачах }1а применение формул Биета для квадрат}{ого равне-
ния часто встречак)тся так назь[вае}|ь|е стег|ен}{ь{е су\{}{ь|' т.е 1!1ного-

члень{ вида .'' = х]' + х!, п е 1х/ .

$| =х| +/:=б: ,5'=х|+х}=.]-2с.,
5. =л| + х) =о| *3о,о, 

"''д.

Ёо тогда

Фтбирая подходя1цие значсния парамещов' по'|у{им:

Фтпветп: (э;+;в+).

[!ри ретшении мь1 ис!|о.,{ьзов€ш{и соотно1шение между
квадратного трехчлсна, задаваемь1е теоремот! Биета.

186

х]т, = 8,

а+6=.с'+-х!,
.)<э

'=(*!)-.
ь(а +:) = х] з х!

т =)'"2

а+0=6,
с=64,

[ь=ц
[ь=*э

[,:',
1ь=4'.
|с=64

кор!{'{ми
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|1ршллер 77. 11айдите 3начени'! параме1ра а 
'

рь|х один из корней шавнения 5х2 _ ат + 12 = 0 на

при ка)кдом }{3 (Ф'|0.

1,4 больтпе дршого.

Ретценце.[!о формулам Биета полу{им' что

ах' *х':_
5

\2
/,)(^ = -5

7*' =*. *-
Фсновная и особенно часто вс1речающаяся ош]ибка при ре1пениизадач с параме1рами состоит в том' что уча[циеся пьпа1отс я |1айти нето' что требуется в условии' Б данной задаче нахождение корней

уравнения не щ.ж|{о.
т х2(с:\

| 

',/ 

= (х, +.т, )' = (', - х, )' + 4х,.т. .

|!олутим а' *49 +4у=49+240 *2892525525ж
Рештим полученное равнение а2 = 289 ,'| а =:т

Фгпвепт: *17 ,17. 
|о=-17

1ршлсер 78.|1айдите все значения !]араметра а'прикаждом из ко-
торь{х сумма корттей квадратного )Фав}{ения х, - 2а(х* 1) - 1 = 0 рав-
на ср4ме квадратов его корне:?.

Рет.цегуце. х' -2а(х-1)-1 -0 <э 
", -2,'+2а -| =0.

[*,**'=2,
|1о формулам Биета полу{им, ,'.' ]',', =2а -1

|', **, = х; +х;
[[рименяя вь|ра}кение ц\я степеннь|х с)^{м, получи}{' что2а=4а'-э(эа_ л).

оповеп:т;)

*
)

9

|1ри.шер 79. |1айдпте наибольппее значение параш1етра 4' при кото-

|)()м один из корней шавнения 4х2 _\5х+4а3 =0 бьтл бь: квадратом
/(ругого.

Решаеноце. |1усть х|'х2 - корни квадратного шав}!сния. |[о теоре-

ме Биета получим

15.\|+х2=-т,
'+

3
х|х2=а 

'
2

'[: :'{,:'

15+а--=0-
4

|1з равнения а' по'|)дим' что наибольтшее

3
значение параметра' отвеча}о|цее условию задачи' равно _ .

1

Фупвеуп'. 1-.
2

[1ршлоер 80. €оставьте квадратное уравнение' корни которого
бьтли бь; больгпе на 1 соответствующих корней уравнен1{я
2х'-8х+3=0.

Ресценце. !бедивштись' что заданное уравненис имеет ре||ения) но
не находя их (!), обозначим х|, х2 

- 
корни искомого уравнения' то-

[да х|-|,|э*1 - корни данного. 6невг:дно, что корн}{ искомого

шавнения существуют' т.к. существую'г корни /{а!{ного.

2а = 4а2 *э(2а-!) - 2а, _3а+ 1 = 0*'["= 1

[э.

||о формулам Биета получим:

[.т' -1+х'_1=4, [х' +х'=6' |х,+х'=6'
]. ' з<э] 3<э] 13

|(т 
_:)(., _1)'; 

['''', -(т, г х,)*'=| 
[*,,' 

='

188
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[[о обратной теореме получим' что искомое уравнение булст
иметь вид

,' - 6х+!= 0 + 2х2 *\2х +13 = 0.
2

Фпвеп'а: 2х' - 12х + 13 = 0.

|1ршлсер 81. Аайдитс все значения парамеща а, при каждом из ко_
торь]х р€вность корней урав}{ения 2х1 *(а+1)х+ а-\=0 равна их

г1роизведениго.

Рецленосе. [[усть х1|| х2 
- корни данг!ого уравнения. 3апип-тем

формульт Биета.

{4з в'горого и третьсго равнетлий находим, 9то х, = 9.
2

[4спользуем при|{цип: ссли извсст1{о ре1шение задачу\'то надо най-
ти значения парамера, отвеча}ощие этому ре|шсни}о. €ледоватепьно,
искомь!е значения парамещов задак)тся с:-дстемой:

(.' 6а+9>0,
1-, - <э9*|=0эа=2'
\!__9с"+1)+а-1=0 2\2 2'

Фпэветп'.2.

2.8. Располо}кенис корней квадра-|'ного трехчле!]а
относи.гсльно начала координдт

€формулируемтри во11роса, которь!с часто возника[от при ре1це-
нии задач.

1. в каком случае корни

1 (х) = ах' + Бх+с полох(ительньт?

2. в каком случае корни

{ (х\ - с:х' + Бх+ с отрицательнь:?

190

з. в какоп{ случае корни квадра'гного трехчлсна

: (.') = ах' + Бх + с име}от разнь1е знаки?

Фтвет 1{а эти вопрось| дает теорема Биета.

{ействительно, если х1 и х1 -- корни и его дискрим!'|нант нсот-

6с
[)и1{ателен' ]Ф .т' + 

"'= - ,| х'х, = 
а

1' Бсли оба корня полох{ительнь|. то' ко1{счно' |]оло)к!{тельнь| их

ср{ма и произведение' которь|е вь!ра}(аготся черс3 коэффит{иенть;

'грехчлена.

|}олщим (х' > 0.х" ,0).,

2. Бсли оба корня отрицате.]1ьнь|' 'го произведсние кор{{еи г]оложи-

'гельно, а сум|}{а ощицательна. |{оэтому

(х' <0,х..0)-

д>0' (о>о,

-!..о,сэ ]'6 , 0,
а1

^ |ас >0
119
а

3. Бсли корни раз}|ь{х знаков' то сумма м0же1'бьтт'ь тпроизвольнь!м

по з1{аку ч!{с,{ом' а |1ро!{зведение отрицательно. |1оэтому

('..0,''>0)аас<0'
€ведем получсн}{ь]е критерии в таблицс.

'|аб.лдица 7

,:,' 
[о,-о'

_9 19, <.>1аБ<0,а|
1ас>0а\'26

а

!
]-
,.

.*
4

квадратного трехчлена

квадратного трех1{лена.!:

'.!;-

*.4'
9!
*.
ж.

х.
€.

(.т, >0,.т'>0)
|'. '.
\,тБ 

<0'

[ос>0

(.т,<0,х, <0)
[д>о,

],ь, о,

|ас>0

(.,, . 9, ,. ,0) ас <0
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[1ршлаер 82. 1ри каких значс!{}1ях !1ара!!{стра оба корня квадра.г|!9.
го ]'рсхч]1с!]а (2 + [).т- _-2]:т + 3* поло)к}{тсльгтьт?

Фтттвепт: [-з;-:)'
|[ршлсер 83. [!ал!дитс всс з|{ачсн|{я !!араметра' |]ри каждом !!з кото_

рь]х равнен[€ .т2 - '2(тп - 1) х -- 2тп '- з - 0 }!п{ссг корн!{ ра3|{ь!х ']наков.
Рецценце. }1ст<омь:е з!{ачс{!ия ||арамс1.ра за/{а}о'|.ся [{еравснс.гвом:*2тп_3<0<э уп>-\,5.
6птветт.л: (_ п,: ; -;_ 

"о) 
.

|1рш.+сер 84, [1'а{ццтате все значе!{ия параметра' 1|ри каж/{ош1 и3 кото_
рь!х рав]{с\1А€ у? + (з - эа) х -_ 3а + 2 имее.|. раз;1ичнь!е корнр1' среди
которь|х [!ет ни одного г|оло)ките'1ьцого.

- 
Решсет;а:е. Форммлировка задачи может бьгть записа|{а с.]1едую!цимобразом: €€.[}| д1, 'т2 __корни данно!.о урав!{ения, т0 х| < х, < 0. ||о_этому искомь]о :]}{ачсния парамеща задаются сис.геьтот]:

|{з 
- э"\' + 4(3а - 2 ) , 0,

]3_2а<с),
!э._з, <о
!.

г

|4а'+\>0,
!

-1,,.], .3=,.1.| 2 з---2!-;!а2:|з

2.9. Расптол0)кение корппей квадратного трехчлена
относитель![о точкир числовой оси

(формулируем с.'{едуощие вопросьт:

1 ' Б каком слу{ае оба корня квадратного трехчлена больтпс дан_
|!()го числа р?

2. Б каком слгае оба корня квадратного щехчлена мень1ше дан-
лгого нис.ттар?

3. Б каком слг!ае один корень квадрагного трехчлсна }1ень1ше' а

второй больц-те данного 'тисла р?
Фтветьт на эт[{ вопрось] ш|ь] шолучим' построив вс:;опдогательньтй

'грехчлсн 9(;г) , каясльтй коретть кот0рого булет на р едиг\и|\ мсньш!е

соответствую{|{сго кор1[я \'!!огоч.]1сна / (*) = ак' + бх + с' .

|!усть .т, А $э - корни /(')=ах2+6х+с''гогда м11огочлен

я (") буд.' {.{\,{сть следу:ощий вид

в(,) = ,(, -(*, - Р))('_ (', _ р))

Раскрьтвая скобки' получим явньлй вид этого фехч.!{ена

н(.т) = сос' _ 
''(х, +.к. -2р)+ ,(о *ц)(р -',).

'[.к. -т, (( -{: - 
корни мт{огоч]!с1{а /'(*) = стх2 + Бх + с ,

Бсто х| +-{: =-*, |;|а=-.аа
{1олутттм:

з(') = ах' +(2ар+6).г+ (,'' ' 6р + с,)= ах''| .{' (р)' +.{ (р\.

Фтме'ггтм, что г!острос.нньтй нами'грехчлс!{ я(х) и исходньтй мно-

г0чле}| одновреме|{но }1меют или не имсют кор}!и.

1. Б слщае' сс.,]и оба корня квадратного трехчле}{а /(х) больтше

]{ат{}'ого {1исла р, оба корття многоч.цс!]а 3(.т) поло:ките.|1ьнь{.

2. Б случае' если оба корня квадрат}!ого трехчлена /(х) мсньтше

да}{}{ого ||исла р' оба корня м!1огоч.}{ена 9 (.т) ощишатсльнь|.

3. 8 с.:тунае' ес)|и оди}{ корснь квадратного техчлена тиень||]с, а

в'горой больттте дат]ного числа р' корни в (х) иметот разнь]е знаки.

-1

|

;

*.
5
;

|{з_ э")'+4(3а_2)'0'
[[олунип:: 

]з - э' > о.

|э-з,<о

Фпаветп:г? 1)
1з'э)'
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|[редставим полученнь|е критерии в таблице.

7аблица 
1{

(',, р,х'> Р)

(",. р, х, < Р) [, ',,
1'/'( р), о,

[ч{(р) > о
(",. р, х, > Р) ч[(р)<о

Реаценце. 
']-1евая часть уравн многочлег{ степени не вь;пте 2.Ё'го старший коэффициент -.- ]1араметрически[-{' поэтому }{адо рас-смотеть слуай, когда он равен нулю'

, [,=-1, {.=-','' 1'* -4=0*1'=+ 1аким образом, а=_| является рсшс_

11ием задачи.
2. ||усть теперь а # _| .1огда, согласно кри1.ериям' искомь1е з}{а-

':"|" параметра задаются

[,.' -тва(, +т)>о, 
.сдош|сх системой неравенств

]{"*')(э(а+|)_з4)<0.
[(" + :)((" + 1) _3а + 4а) > 0

(,,'_16а(а+!\>
|,

](." 
*л)@1'+|)-34)<0, 

-]("+п)(2-а)<0, с>

[("+:)(("+|)_3с +4а)>' [(" *|)(2а+|)>0

[:ь '1()лпвегп.. !_-:_1|
[7 _|

[!ршмер 86. |7айти все зна!|ения парамеща а, пр.1которь|х уравне-
тууте 2х'-2(2а+1)"т+ а(а+1)=0 ип;еет два корня' пр[|чем один ],тз

||их \{ень1]1е а, а друой большле с.
Реоценосе. €огласно критерию искомь!е значен!1я параметра зада-

ю1'ся нераве11ством 2а'1 - э(2а + 1) сг + а(а + 1) < 0 .

|1олуним:
['л<0

2а'1 -э{2а +\)а + а\а +|) <0<э -,' - ,<0 <э а(а +1)'0 -|'[''1
9упвелп'. (**; о) г-., (: ; + *)

|/ршлаер 87. Аайти всс значе}!ия парамстра а. , пр\4 котором корни

уравнения "' + х + а =0 больпле а.

Решетооце. 14скомьте значения параме'ща 3адаются системой нсра_

венств

Ё1!,
'$
л!

*|

*/

:1

{, |';'_+,>о,
),2а +| <0'

|а2 +2а>0

|:-+,>о,
[|олрим: ]2а +\ < 0, <э

|а'+эа>о

[:!ц{-'14!:
1а 1--!)
!-
!!''Ф
[[". _а

,э а <_2.

[_а(та+ 16) ) 0,

-1("+:)(:* ,)<0,

|(а+л)(2а+!)>0

16с}*-(х<_|7 -'
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Фгпветп'. (-*;- 2) .

195



2.|0. Расг:оло)ке||ие корней квадратного .грехчлсна
относите.,|ьно интерва.'' (р ; ц)

€)шдествуст семь различньтх способов рас]1о.'!1ожсния корней ква,:1.| кба/].

::::|" 
трехчлена / (") = ах, + Бх + с, а #0 относд:тельно интерв[ш!о

Ф'ч7.
9етьгре 

'{з 
них о']

два-когдана'"..|,"111-*#:;}т'#'}н?'1."::жн:;

ж- 
когда на интерва1е находятся оба корня *'',''']]й 

''.*_
Рассмотрип: первь.{е четьтре случая.
1) Ёа интервште (р; 7) .'р,'.л й., ,..

вовсе }{е имеет.
квадратньтл.'? трехчлен их

1{ритсрий: |, .0.

[-[::1 }-[]-]-+-!-|]-;-;:[:[][:]'{[:-1 |-*!.; {-+ -!-};

г-|-][+] р-]-1-? ]:]:;:[:[]
ц_ьз*д-'!. 

-|--]-.] -1-;-]_ -.;- ]- 1:[-[]
г-г1 '. --;-{- ]-+-+-г-;--;

2) Ёа интервш1е нст корнеЁт, т.к. оба кор!тя мень!{]е числа р.

(рт.ттерий:

!:[:-]:!:: / , 1-,-Ё,-;:{-[-;;

|,,',,,!,'''(') ','
[, /(р)'о
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ц _!_ _., _ _!. _ ! _ ! !_ ; _ ] _ ;_ _;_ _.;_ _; _ ; _ !_ _/_ 
'.
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3) Ра и*:тервале (р ; 4) нет корней, т.к. оба корня больц:е ч\4с!\а ч.

(ритерий:

г-г-1_т
( о, >о. г-г1-'[
| ' г-|-_1-т, ,_[_.,_-1

1"'/'(ч).о' [-[]:]
\а.{(а|>0 г-г-]-т
\ ' \!/ г-г1-т

!!.!
г-!-"|_т
[- -!- -., - -!
!!!!

{-
.

-|-
!

-!-
-!-

!|!!
Р --|- -| - -|

5) Ёа интервале больший корень'грсх|{лена.

1{ритерий:

нет, т.к. один из них мснь!![е чис'\а р, а

1-Р
!

-!-
_!_

!

-!-
!_р
!

1-
!

-!-
_!_

!
1-

!-1-
-., _

!:-
.

{*
!

1-
!"1-

.1
-Р

!-г
!

-!-

-ц

-Р
!-г

_!
.

-1-

!!
-{-+
!!-|-т

_.!_ !!,
-! _.]

!]-
!-!-

_._
!

-..]-
!{-
!

'!{-
.

1-
!

-!-
-.'-

!

-!-
-ц

г

[,-/(р).о, !
(, /(ч),о г

ь
!г
!г[
'

!

-1
!

-|
!
!

-.!

-!-
!

-!-
*!_

!

-!-

!!!!{--|_+-ь
[!!!-]--т-т-г
!!!!-п-_[-|-!-

-.!-"1-!-[

!г
.|-

1:\
!!'1-т-

!!
Р -|-
!!
г _|-
!_!_!!
[-!-

ч
_|

у!-
р
-[-!-

!|!ч-{-'
!!

''|- 1 -
!!-!- ''! - .

-.,- -1 -.!.

!!!!Р-{-{. '
!!!
г-|-_1'
!_ -!- -1.|!!,
(- -!- -., -.!

/! 
' 

! !\
#-Ё-1-{-+-ь

!|!!!г]-]_т-г

!!!

'-Ё-Р!!!т-г-г
.'- - !- -,-!!!
!-!-[
!!!+-р-Ё

ц
1-!-ц
'.'*!



6) Ёа интервале мень1|]ий корень трехчлена.

(ритерий:

!-!- !-.|-!-!--'-"!-_|-!-|--|-_!-д-|- ! !г-|-1-т_г-|--|-"'1-1 - |-|-:-_]-т -г -|-''1
! -|- -.! - -! - | -[- -.|- -! - д - !- -! -]- _1 - | - [ -!- -.,

3а*т.ечанале'. два послед}!их критсрия 0|1ись1вают слуау\' когда на

интерв.ше находится один корсг|ь многочле}:а. 1,1 поэтому' если в за-

даче не имеет смь!сла вь|яснять' какой из !{их принадле)кит еп,гу' то эти
критерии могуг бьтть объсд}{}{снь1: /(р)-/'(ч).0. |[оследняя фор_

ш[ула вь1ражаст извес'гн).ю тсорему математического а}т'ш|иза: если не-

прерь{вная функция принимает 1{а ко1{11ах ощозка |Р;1)'^'""*'""
г;ротивополо)кнь|х знаков, то внугри интервала (н ; о) распо.,!ожен

хотя бь: один корень футкшии.
7) Ёа интервале располо)кень1 оба корня.

{!ршлоер88. Ёайдите все значения параметра' при кая(дом из кото-

',,'|^'*!',",''" 
(тп-2\х' _2{гп +3)х + 4п =$ имеет один корет1ь'

п:с::ьштий 2, а второй - бопьштий 3'

Рецленце' Рассмощим квадратньтй трехчпен

/ (') = (п _2\х' _2(тп + 3\х + 4тп' йскомьте значения парамеща бу-

/цут задаваться, согласно критерию 4' системой неравенств:

|с^-э\ {Р\<0'
.!'

|1, 
_:'1г1з;. о

1'1меепц:

Фпветп'. (: ; з)

1рштвер89. }1айдитс вс0 значения парамеща' при каждом из кото-

,"';';;;; 4х'*2х*п=0 имеет два корня' принадлежа1цие ин-

тервалу (_т ; т).

Реуцелсце. Рассмощим квадратньтй трехчлен /(*)=4х' -2х+тп '

найдем сго 11роизводнуо '/'(х) = 8х - 2 ' 14скомьте значения парамет-

ра' сог.'1асно критери|о 1 'булугзадаваться 
системой неравенств:

[а. .{(о)> о,

[,.1'0).о

|{, ->\(+{^ -2\_ А(тп+ 3) +4и) <0' \\^ -2\(4п- 20) <0' 
<}

\{, - а) 
{ 

я к,п - 2\ _ 6(гп +'4 ' *'4' 0 
ё 

\1' - э'11''_ 36 ) < 0

|(ш 
_э\\^_ 1:' .'\" ^'';' с>2 < уп <5.='{ .( 36\*1,,-,)['-;)'' 

['<п<-

(ритерий:

|,>0,
,. '/'' (р).0,
,'/(р)>0,
.'/'(ч)>0'
,./(ч)'0

!]-
!-'!-

_.,_
!

-..1-
!{-
.-|-
!-1-

!-
!

3аиечат:т;е. Бсли вплесто интерв€ша (р : ц) рассмащиваются ин-

терваць] |о ; а), (р ; ц] или отрезок |р ; ч]''го задача сначш!а ре11|а_

ется для фан}1чнь]х точек этих множеств' а затсм применяются кри-
терии.
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|_ 4лп20,

4(-10) < о,

4(4+2+тп]г>0,.

4(6) > о,

1ц0. +' /и) > 0

Ё'*.*'', старгший коэффишиент щехчлена в неравенствах можно
._ тл^.'п!^1!ас ре11нь{е не_

'";";:;"й;;;;;, 
так-как он подожителегт. 1'1склточая вернь{е не_

;

:{

з
$

*

!
!
|

1!

'{

.|

п

'1
!-1

..,
!

-|
!{
!

'1
!-!

.!
1

!
-1-

!
-!-
_!_

1

-!*
!

-{-
!

-!-
!

-!-
_!_

!-)
|

--{-
.

-!-
_!_

!

-!-

!!!!!
-г -'- 1- 

' 
- г

!!|!!_г_]-т_т-г
-!--,_-|_1_!-!!!!!
-[!--|-!-[.!.!!
-Р_{-+-+-Ё!{!1!
-г_1-т_т-г

!!.!!-г-|--т-т-г
-[ .'- -1_! -[!!!!!

равенства' полу{им систему :

199



3аметим, что в (

мь! счр|тасм, 
"'' '',''*ае' 

когда дискрим[1нант трехчле1{а равен ну']||о|

^ ( , 
'"' 

"" 
мснес' имеетдва одинако,"'* *'р,".

Фупвепл..!-:;:!.\ +_/

Рассмотрим примерь| задач' в которь1х ограничед{|{я !'а ве'тичи!{укорней квадрат!{о]'о 
''рохч.,1ена 

,',,'*'й, из свойств или облас.т.рт ,з+та-нения функший, входящих в условие задачи.

^ -,,|,'', 90. |7ри вссх значсн иях па
25' -(а_ л):' + 2а + 3 =', 

'-;;;;;,"#н:н ;;ж ;:;т::;сдинственное 
ре1пение.

Ретцаетуце. !анньгй [ример
свойств квадратного трсхчлепа в
ньте функ:.ттаи.

прекрасно !{лл}острирует перег|ос
задачи, содержащие трансцс}{дент_

'. [ействительно' из свойств показат(
5* > 0д'пя 

'.-".. 
.,"'.,;::_"^]]::азательной функции с]!едует' что

"",.; ф#ж;?'н. жосильна следуощей: 
реш}!.1'ь

систему 1''' -(" -|):.* 2а+ 3=0,- 
[у , 0 |'' }казать' |]ри как{1х значениях г!а-

раметра она будет и
вс}!ность ре|пения ;ж;#н:жт:;'""ис 3ашпе'гипц, что сдинс'г-
это обьтчно бьлвает1, но ]'| с всзличртной -"#;:"", 

дискриминаттта (как
Бсли один из корней р''н""', ,''Ё

л{о' .|.о иско.\,1ь|е 
';";;,;;-.-:^.'|!о!!ожи.|с'|сн' 

а второй равен ну_

|-(" -|):;"""'" 
:]!39€||]'|! парамсща бу.:пщ рсшениям|| систсмь!

1^ '.Ёосс-
[2а +3 = 0 ' _'- -'ли а = *1,5, то -(_1,5* 1)'0. |!оэтому такой ва-

риау нерешт{{зуем в условиях данной задачи.Бсли уравнению
ной, то искомь]е 

',,,'^'*"творяет 

еди}|ственнос знач9н}1е |!ерсмет{-|ения парамстра зада}отся с./1еду]ощей системой
200
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-4(2а+3)=0'

[1ол\.^'лим: {ц"-'\'_+(э'а+3)=0' *{": '' - а=\1.- [с_1>0 |а'-\0а_|!=0
Раконе:1, систеш|а буАет иметь рс1!]ение, если оба корня квадрат_

|[ого трехчлена булуг поло)кительнь| и различппь:. Б этом слу{ае иск0_

ь1ь|е значе}|ия параметра булщ задаваться с:;стемой

[{" 
- : )' - 4(2а+ 3) > 0,

]а-1>0. <эа>11.
!

[2с+3>0
Фсталось вернугься к исходнь]м г!еременньтм и ътайти рс[ше!|'|я.

25' *(а _ 1)5'+ 2а+3=0с>

,2
)

>0

Фтметгтш:, что пос'1е ]1роведенного ана|иза существование корней
п0казательного шавнен!{я док;шь|вать нс на/{о.

()пэветтт'. Бсли а < 1 1уравнени9 ре1цсни}"| ||е имеет' ес]1|\ а = 1] ' то
х=1, о>||, 'гоесли

а-|_,{"'_|0'_11 а _| -г
х = 1о9, ' х=!о8з

[1рш.шер 91. |1айдттте все значения парамс1ра а, {|ри которь1х урав_
!|енис

-

+(/(20а - |98)х' - (+оа - 607) х + 20а + 208

ир1сс'г ровно два корня, приче]\{ оба онт-т мень!пе нуля.
Ретцено;е. !анная задача хоро|г|о показь!вает дальнсйгцее приме_

нение разобрагтньтх критериев. !равнения и неравенства подобного

,,' _ 1,0, -11



типа' т.е. содержащие больтпое количество радик.!пов, конечно' цочти
никогда невозможно ре|шить щадиционнь|ми методами ре1шения по_

добньтх равнений. Фбьлчно радик:1ль! можно сщуппировать таким
образом, что р€шности подкореннь|х вь|ра:кений 6улу или равнь1 мс-
жду собой или пол)д1а}отся друг из дрга )д\.1ножением на какое-либо
число (о6ьтнно ощицательное).

3аметим также, что ссли в уравнении у]аствуют квадрат!1чнь|е
иррацион!ш1ьности, то, )^]1ножая или деля каждуо часть шавнеъ1|1я на
сумму ее составля!ощих' мь! получаем шавнение' равносильное ис_
ходному шавнени!о. Бсли же в )фавнение входят иррациональности
вь|с!пих степеней, то каждая часть шавнения умно}кается и делится
на неполнь|й бином ср|мь|.

3апилпем )равнение в виде;

1{;71'+в - =

=\!р'12у@-{в;1х+,
}множим и разделим обс части )фавнения на неполнь!й квадрат

ср1мьт вьтражений, стоящих в каждой из частей )Фавнения. |1олрим:
(3а _ 30)х'? _ (бс _ 90)х + 3с + 30 _

А2+АБ+Б2
* *(20а 

_ 200) х'1 - (4аа _ 600) х + 20а + 200
-т'

где символами А, Б,€, Б обозначень: соответству!ощие иррацион€шь_

ности.
1аким образом, шавнение буАет равносильно следующему урав_

неник):

0)х+с*по)[_' ] . *_-_д--]-0.,\А"+А3+0' €".г€|+п')
3наменатели дробей есть вь|ражения' принимагощие только поло-

жительнь|е значения, поэтому исходная задача может бьтть перефор-

мулирована для уравнен ия (а - |0) х'? * (2а * 30) х + а + ! 0 = 0 .

}словия, зада!ощие с)дцествован!{е различность и отр!{цатель-
ность корней квадратного трехч:тена / (х) = ^\' 

+ 6х + с , задаются

[,,:,,'
систсмой неравенств 1 а6 > о' '

|

[ас>0
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Аля данного трехчлена полу{им:

Фупвеп:

|[риведсм еше

зований сводится
трехчлена.

|1ршлсер 92. \|айдито всс значе1{ия парамеща а' лри каждом из ко-

торь1х неравенство |о81з('уп_{ю) (1'*" (1"' + 2ах- 
'|) 

- 
') ' '

верно при всех значениях |1еременно!'! 'т' принадлех(ащих о'!'резку

[-+::]
Решсетуце.Фценим значение ос}|ования вне1шнего логарифма'

1ак как: 1п , {:б , то ;3({/!1 - */б) ' о

€рав:тим 13({п_+б) ' г

[4меем:

один пример' ре1шение которого в концс прообра-

к рассмотре!{ию расположения корл:сй ква/(ратного

[\," -30)' - ц\,' -1оо) >о'

] ('- 
' 

0)(2с - 30) > 0, ё

[{,*,'){,+10)>Ф

,<э10<с<101

а < 101,
6

10<а<15

[а < -10
!

[с > |{)

\{

\

(,',,'1)
\ 6)

(1 3(л - ,уб) у 1) с> (ит - +то " *) 
*

Ёо вьпполнено вер}{ос 1'{еравенство:

^( 
, 

-":)*[{т* 
{/:гю ,{/:о' 13,

* (:з(.{1- тб).')
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1аким образом, исходное
,и:ха' \в(|э*' + 2ах- т|+ ;) < т ,

х с[*+ ;э.].

неравенство равносильно |{еравенству
которое должно бьтть вернь;м при вссх

3аметим, что вь{ражен|{с суммь1 и г1роизведсния корней квадрат-
!|()!'о трехчлена остаю'гся Ё!сизп{еннь!ми при г|ерестановкс корней мес_

п'апти. 1акое свойство назь!вается симметричность[о.
Фбратная теорема. ]-1тобь|с два числа р и ч явля|отся

|(0р|1ями квадратного щехчлсна |("): ,("' -(р* ц)"+ рч), с:*0 и

квадратного шавнения ." -\р + ч)х + Р4 :(';.

Бе мо>кно шерсформул|{ровать слсду!о1|{им образом: ссли зада}{а

с|.!степ{а равнений {" 
* 

' 
= 

'' , ,, ч|!сла. яв-]]я.о|![!{сся ре|11ен}1ям[!
\ху -- ч

данной системь|' явля[отся корнями }равнс}|ия ,'- Р,+ч=()' |{ на-

оборот, корн]4 квадрат1]ого трехчлена явля}отся рс|![с![}!ями систсмь!

- (*,. *э'=-р
уравне::ий: { 3а,т:стип:' что рассмотрс![||ая сис'|'см{! |!с мс-

|х,х, = ц

няется при одновременной церестановкс }{еизвестнь:х' 1аким обра-

з0м' ссли ('. ;л') - р"',.,ие системь|, .' (.и' ; -т,,)то>ке. Рсгпсние

подобньлх с!1стем сводится к нахо)кдению суммь| и произвсдс|1ия пе-

ременнь]х. Бведем обозначе:тие х + у =о|,'т, =о, . 1огда, например,

*' + у' -о] - 2с,, х' +у' :о1 -3о'о, и т.д. 9ис.тла х и у вэтом случае

являготся корцями шавнсния ,' -б,, + о2 = 0 .

[!ршлсер 93. |1усть кор}[и шав|!сния .т' + 6х - 3 = 0 . Ёе

}'ахо;и самих корнсг!, гтайдитс з||ачс1|ис 
'}|,|}]а)кс!!ия 

4]+
[!' + у'

Ретценце. !]анная з!1дача являе'гся о/цтой из лтаиболее час1'о вс'|'ре-

чак'!1{!{хся задач. 1ак как речь идст о кор!!ях квадратного }?ав!]сния,

то они связань! симмещической сис'гсмо!! уравнен ^, {'' 
+ т -_ 

^_6' 
.

[ии = _3

[{спол ьзуя в всденнь{с в ьпгше обозгпачен}'|'|, ! !о.] 1уч!.{]\,1, что

\+_ о|: 39'о, 
, где о| = -6, о, = 3 .

ц +у б|_2б2

,' + ', -216 + 54
|1олщип':.что _ =_5.-}

аг *т'" _16_6
Фтпветп: *5'4 .

Рсгггим это неравенство:
|'|2: + 2ах -т|+;) < л <э|э,/ +2от -т|+; <;о е|:.т, +2ат -т|<я э
*'{'*' +2ах -7 =9. *! *' + *_8 < 0.

[*:*, - 2стх+7 <9 }.., *'*+|>0
Рассмощим квадратньлг! трехчлен 1 (") = х, + 

'х_ 8 . |[ервое не-
равенство мо)кет бьтть вьтполне||о для всех значений хе[-4;2)'
то.|тько тогда' когда $уд9т вер||а система {'"|^?=,,. ,'''''"'''
[тв - аа- 8 < 0' . [аа >в' ['/(2)< 0

\^*',_ 8<0 -1', ..' с> а= 2'

,'" '";;::""лровери'гь' 
буАст ли второе неравенство системь! верно

х2 + 2х-';_ ; ; ь' ;]т:] ." т:#;" "",}#;ж";"";:;;'гт+обо.о значсния переменной, в том числе у\ для всех значе-нийлс[-ц:э].
()ттаветп: 2.

2.1 1. Рсш:ег|ие си}!метрических сис.|'ем уравнений
Фдгтим из наиболее труд}{ь!х разделов пткольгтой математики явля-ется рс11]сние систсм равнений. Бдинственнь!м методом, которьтйрассматривастся в утебниках и больштом количестве пособийтод послсдовательн

новки Ё[о этот'"';",;;;;-,ж#;::"#.н;#"ж#:;
сли|пком вь|сока' и к тому }ке одно из равнений -- линейное. 0днакоре!лен}{е }{екоторь|х систем вь|с1цих сте{1
нии теоремь! Биета. 

оо[!ши^ с'1'е|1енеи основано на примене-

?еорема Биета. Бсли
/ (х) = ,| * ь' + с, а *0 имеет кор}|и . ' ;:т::::]:,.-#ж:
нсощица'гсл€}1' 1Ф ;6, + х2 = -! . *,7., = 

(
Ф61
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|1рш:пер 94.Р;ьучиоли," !$ * 6,5
Решсетуце. Рассмотрим (сопря)ке}{Ё]ос)) число {6;Б , отличаю-

щееся от искомого з1{аком в подкоренном вь!р:Ркении.

Фбозначив первое число через х, а второе 
- !, А замет!|в' что

( 

'' + у' = | 8'. и'.',ьзуя введсннь]е вь]1ше обозначе-*) |, полуним: {

|-'у = 1

[-, = 1, [', = 1,
ния. получим. что { <э { <э

[о] _ 3о,о, = |3 [о] - 3о, _ 18 = 0

[-,=1, [',=1
9\ т ?1

[(о' 
_з)(о; +3о, +6,)=0 (', =3

|[олри|тт, что искомое чис.,!о есть больтший корень }равне1-|ия

' 1''с. ]1,-.л)

|7рш;пер96. Рецтите р',,"""" {6Б 1{$_ х = 1 '

Р'",'"')".|!усть {,в - ' = 6,7 1'{{ _7 = Б'

{а+Б=т [а+6=|.п е{
['' *ь' = 16- \1а+ь)' -3аБ(а+}) = 16

|1олутим, что 4 и 0 - корни уравнения

[ ]!*:
'2=--12

". -'-5=0<+12 -:-)-уё 1 :-]!
| -=!- 2

Б этом слу{ае на1\'| еще предстоит вычислить значение искомои

'|А +у

гтереметтной, ре1ш1{в шавнение {/8 + х = __т- '

[1олутим, что х = 3!] =']тг''
Фпэвеп'у'.3!]

|!ршлаер 97. Регухитеуравнение 
'{ф= 

+{Б = 5 '

Рецсена;е'Фбозначим \{91 - х = а' \[} = 0'

з' -3э +1

\,
Ф;пвеуп,.1(з * 6).2\ |

|[ршлсер 95. Рецтите уравнение 1{" 1 ' $! = 1 .

Реццегсосе. Регпим это же уравнение методом составления симмет-

ринескот! системь| равненийт.
|{усть 1Б1 =а, 1{{|} =Б.

(а+Б=| (а+6=|
1огда: ] <э ]' 

['' +6' =-2 [("+6)' _3аБ(а+ь\=-2

Бторое равнение системь| под6ирается 'гаким образом, чтобьт.г:и-

нейная коьтбртнацтдя подкореннь|х вь|ражений )1авыта бь: гпостоянную
величину.

(а+Б=|
€нова делая ту жс' по сри' замену' получи\1: 

7 ,Б = т

Бстломиная теоре!{у Биета, имеем, что 4 и } .*'.'.", являться кор_

нями квадра']'ного Равнения ,' - э +1= 0, которое регшений не имест.

Фтпвеп'. Ф '
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(а+0=|'
- \,ь_ *5

Б новьцх обозгпачениях шавнение запи1цется

}{роме того' как легко видет{,' ". 
+БА =97 '

[1олрим симметрическ}'ю систему равнений

в виде а+6=5'

могуг бь:ть регплениями двух квадратнь[х

^л^ 
у' -5у+44=0 ' Фднако второе урав_

[4спользуя введеннь|е вь::ше обозначе\|ия' полРим' что

[',-5, -!'' =5' *1;::];
|-; _+';', +2о',=ят"\"]*50о, +264=' [",=*
1акимобразом, аи0

равнений !'2 
_5у+6=0

не[{ие ретшенттй не и\'{еет' 
( эЁ - э

[[олуиш:' *.' {й11 * \!* =' * 
1 ;; 

- "'
[{х=з

Фупвеуп'. 16 ; 81 '

|-х = 16
Ф["=вт'
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[/ршлтер 98. Регшите систему равт*еттий: !**, + ху =|)
[х-1'(.т+]')=3+

введеннь!е вьлтпе обозн ачения' полу{им. что

[/-' = ,.

11,=*

!{-=0.
] ]т'=3

<э!

1{'--,.
| : =--4

[1;-:
9 упветт'л'. (з; +) ; (+; з) ; (-з; _ц) 

; (-+;

[!олуним как бьл (систе&'у в системе))' из которой следует, т!то о| и
о1 явля}отся корнями }рав}{ения,' _19'+84= о -[, 

=7

| а =12'

!алее полу{им' 
"'' /* 

+ ), + -\у= |9 
^ [{;:=:;'

{ху(х+.у) = 84',/ 
/. + .у = 12,

Решсния псппой ^|'^-!|..' 
1 |*у = 1

] - ?:т ] 
сис1'смь! явля!о.гся корнями 

урав]|с|{||я? - /2 +12=0 -'[.. 
-', ' р.'"л:ия в.:.оро!1 систсмь| . - корнями

павнения з' _ 12а + 7 = 0 -|, 
= 6 * !Б

|, = 6 _'/Б
()паветп: (з ; ц), (ц : з), (^ *'!Б . 6 *'|Б), (' _ +ь ; 6 + 1Б)

|7ршмер 99. Решитесистему 
равнент:г! {х' + 3.о, + у' = 61,

1. ,",'= л 2Рец:енце' Фбозначим х * ): =01 , )!|/ = о, .

|огда система запишстся в виде {'/ 
+ -, = 6|,.-' [{;;= ;'

|о:=!2 |{'.=уэ,'
[[-' =_т

&ледовательно' система {-т'+ 1х.т* у' =',, _ ['-:',; ''
{хи=|2 ,!["*'.-_7,

[|ху=12
208
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|( рештению сим[4етричсских систем мо)кет сводиться ре1пение
уравне ний вь1сш| [.1х с':'е;те*:ер]. иррац!.1ональнь1х уравнений и т' ;т.

1 1 р ш.и ер 1 0 0. Аай дитс действ ите.]|ь}|ь|е ре1шения урав|{ег|ия
.т*+(]-'")*=1.

Реоц'ентсе' ;г. +(| --')* .. | . Фбозначгтм у =| - х .

1огда ре1'!сние ведстся к рассь{ощению симмс.лринеской системь{
["'*т''=].ьида 1

[.т+_1'=1

[с шо.лт ьзуя вве/-|ен |{ь!е обозначсн ия' и\,!еем :

{ ] /, ': т_'
х- +.!'" = (('т г .т.)' 2х.т) ]'г'.1." = о,' _ 4о|о. * 2о]. о, *_ | .

Фтност:т'ельно новь[х |1ерс|иеннь1х система г|риме1' вид

[., =!, [:=''] с>][о. =0.[|-4о,+2о'=] ]! ' -
[[', = 2

[,

['.,.. 1.. , .,. .. |,
| а|(им ооразом 1 4 4

[.г +.}' =

Фтпветп: 0 ;1

[1""''--
]]'''=о

| ]]'..+у=||
{ 1."'=:

[ !-:0,
{'+у=;' 11у=:<э{ <э] .

[у=о 11*=:'
|1"'='
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Анализируя полуяенньтй результа'г, имееш{, ч'!'о исходная с}'[стема

уравнешгтй м0}{е'1' }1меть ро1шен}1я |!ри усл0вии, что а2 + 0) 0 , и эти

ре|шсн1{я буАут реш:ениями равнений 
" 

+{'/1'а*б=$. !искри-
]!1ина!1'гь! этих равнений о]{инаковь{ и рав!]ь! Р = а2 + [: _ 4Б = а' -зь .

0ба 1равне*|ия о]1новрсмен11о буАут глмс':'ь рс1ше}!ия |1!1и 17е имсть }1х.

(ледоватс.гтл,н0, .гтеобходимь!м и ]1ос1'а'|'оч1|ь!м услов}тем существо-
ван1,!я ре[ше!!ия уравне|ций' а с н}{]}1|{ и с11стемь!' яв]1ястся ус'|овие су-

щсствова}{ияреп.тений систсмь] |а2"+ 6>- 0' 
.

|а' - 36 >.0

[1с.гтг: ]э - 0 , '!о оба неравс;!ства сис'гсмь] истиннь] 1!ри всех значе-

н !:|ях

[]' = 
'.

= ,, { 1{у| = |.|
сэ ! . '. 1.е. рс|цс1[ия\!и

!1' =''

[ [1'| 
* |'!

- [*'*\,.=','
[[ршлсер 10]. Ретлите систсму уравнений ] 

-" )

['.]' = 6

Р е ам е : тъо е. ]{агпная е[1с1-ема * сим ме'1рическая' |1оэ:'ому' исг{ользуя
ввсдс|{1|ь]е вьттдс обозначсн!-{я' г|олу|{им' что

[

!

яв.]{я]*'1с;!;лтчэ6ьтс {1арь! ч[-{с€,[ (о ;а)' (о; *'), (,;0), ('.' ;0)
Ёс''ги |.:.0. д'о 

"'11-:р0€ 
Ё!(;раве!{с1'в0 сис'1'еп{ь| |{ст!{}!}1о глрят .гтюбьпх

[а'ь!,>0.| {'<0.
'|;ачс!!}!-.|х 

!{;!|)1}\.сг|'}з /'. и 'го1 )у'. ! ,' 3А > 0 сэ ].

],'. [|а|>{-ь

!|с::;: ];:., {], тс] ].1;тин!{ь[м 
"''*''',,,''*, 

!!ерв0с неравенство систс\,1ь!,

{,а" +}>0
[ь, о,

!! !|о }|'о]\!'у )' ,' -?'ь ) *] с+ ].

|ь ' цг !|"!> /зь
|.

214

2.\2' Бзаимш('е рас |!о',1о)кен |{е кор }|си

двух квадрат[|ь[х трехчленов

|[усть требует'ся най:ти ус:товис' 11ри котором 11ва квадрагнь|х

',.*,,..' /(')=ах'+6х+с'а+о и в('') = а''х'+Б'х+с|'ц|+0

|1ме}о1 обш1ттй корснь'

'| с о р е ьт а' ]1ля 1'о!'о' ч'гобьл !(вадратньтс трехч]1ень]

,/(_")= с;-к, +6х+с и 3(.т) =а1х2 +цх+с\ име|ош1ие кор}|и' г:ме,ги бь;

обтций корень' нсобходимо и ]1остаточно' ч'гобь: их результант

р = (ас, * ,,,)' - (.|', - 0а,)\Бс' - с6, ) бы':: равен }!у_ц!о'

[1усть требуется найт'и условие взаиш1Ё1о!-о рас|1о'{ожег:ия :сорнег!

ква/{ратнь1х трехч]1снов

./(')= ах2 +6'уус''а#0 и

н (''') = с:';г' + |''т * с]" о' + 0 '

/{а;тсс везде в')|ог,1 {1у!{к_{'с мьг буАсм 11рс/1|!о']|а|'ать' н'го оба'грех-

!1.]1сна и\'1его1'ра3.'|ичнь|с корни, т'е' их ')(искриминан'гь! 
1!о']1оя{и1сль1!ь|'

Бообгце су1цсс'1'ву}от 1шсс'ть раз]г!'!чнь(х сццособов взаим1'!ого распо-

;1о же н1'1я корнсй двух |(ва]1рат!1 ь1х 1'рехч'] |с |{о!}'

[ва и:з них отвс[1а!о1' случа1о' ко1',1а кор1|и трехч']1енов псремсжа_

ются''г.е. между кор!{ями каж/(ого из !1их ]|е)*(ит корень другого'

,4анньтй с.:тунай !1рс]'\с'га!]: |ен на рисун ке'
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[.,] :о, _.,,, 
с} 1": - '' , Б, -]:.:;''{',=ь [.,=ь 

!г"=.н'ь!]_
[["' = _'!,''ь

Бо втором и третьем

ч11со'|

с.'!учаях рс1ше1{иями системь] булут парь:

'г}-*_1Ф

-'{7 +ь -'{7 _зь

2

'Б;1-'|7-*
2

-^{7-ь-'ь -м
2

( '!,''ь+'!а'-3ь .'[!1

-^Б 'ь*

.*

1

|

"{7 -ь-^{7 -зь

'г; +ь-'[71ь

[,' + ,'
|]арамс!р1{'' и 1'о!'да 

{

['.'' = о



!--[
'_ _!_
!

'--г
.--ь
!

- -(-.!
!-т-
!

-+-
.

.-!_
!

_!_ _
.
!-г-
!-н-
!

-ц-

у

ьь.')1-Фй 
-_ч- :

Б обоих случаях' как ',!с|'ко ви.г{сть' рсзу!ьта}{т л < 0. Ёсли глри

;. -; ' 1'о рс;шизуе']'ся [!ервь|й с.,!уч.1й, ес.]!|.| )ке -\ . -! , ',второй.
(|; а

8 этом с.'!учае иш'еем ли6о сх<0,1 <0, <0, 
'!ибо 

с{| <о<0<Р,обог:хслучаях л>0.

2\2

в этом случае результант !]оло)кителсн: д = 
''в(')я(Р) 

=

.а?/ @')/(р )>0.3то означает' что чис'{а в(с) и 3(р), /(с[,) и

/(р' ) одного знака. 3тот же знак имее'г ср1ма этих чисел

н(")* з(Р), ,/("' )* /(р') , ко'ор"," мотуг бьпть вь[числеЁ1ь| без на_

хо)кдения корней самих многоч.,1енов.

Бс.гли произведение "'(в(")+9(р))<0, то я(") " в(Р) и'еют
знаки' г]рот[1во!!оложнь!е знаку {1ервого коэффиш1.[ен':а, и в этом слу-
чае корни с[ и р .,|е)кат ме)кду корнями 0' и 0' ' 1очно так )ке' если

"(/("')+/(0,)).0,токор|{и 0,и Р' ]]е)катмех(/{укор}{ями 0 и р.
[аким образом, имеем:

[д ,0'
0 ( 0' ( 0' < Р <э 

{"1лц*')* /'(0,)). о

[л ,0,
0: (0.0<Р, <э]

[",(в(")1 9(р))< 0

[]1аконсц, рассмощим еще два слу]ая взаимного рас||оло)кения
корней двух трехчленов; корни не персмс)ка!отся' 1'.е. меж]{у корнями
одного трехчлена нет ни од}{ого корня другого 1'рсх!ш1ена.

Б этом случае.:лд.:бо с <0 <с, <$', лггбо с' <Р, <с <$.

-|1егко видет-ь' что в этом случас 1? > 0 . [1о, рассуждая' как и ра-
нее' получим' что произведени, ,({(",)*./'(р,)) , "'(з(")*&(р))
|1оложительгтьд. ||4меем:

{ва способа распо.)1о)ке}{и'! корней отвечато:' случа|о' когда обакорня одного трехчлена располо)ке1.{ь| мс)|(потому' что заранее неизвестно' корни -*н:?;:##*т
)кат ме)кду корням}1 другого.

ив

!.
-}--.1-!!

!!-т--1-
!!

-+--{-!!
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с<р<0: <Р, <+

л>0,

"(/ (",)* л(Р,)) , о

ьь.
44т

0'<Р, <с<0<э
д>0'
,,(в(")+ &(р)) '0,ь,ь*:<_
а|а

|!ршмер 102. [|айдите все значения !!арап{ета а' {!ри ка)цом из ко-
торь]х уравнения х' + ,х+8 =0 

^ 
*, + х + а =0 иметотобщий корень.

Ретллентце. Реш:ение 3адачи опирается на два ус]\овия: шавнения
должнь1 име',гь корни' и их результан'г до,1жен бь;ть равен }{у]]!о.

[[олуним, что искомь|е значе}{ия парамеща зада}отся систсмой:
(п _ ца >о.
1

1_

[(" - в)' -|1 _ а)(а'-в) = о

|л-+а>о' [..||'
].{"_в)' -(1- а)(а') -в)=о"1^, "" <э

\ / |а'-24а+72=0
(:
!а{_.

<э] 4 фа=_6.
|@ 

* в1(; -6а + !2)= 0

Фтпвегп'. -6.

1ршлаер 101. |7айдуцтс все значения пара]!|еща' лри ка)кдом из ко-
торь{х)фав!|ен'1я (т-э.тп)х1 *6пх-1 =0 р: п*'-"+1=0 имеютоб-
щий коретть. Бь:числглть этот корень.

Реутлетсце. Формула общего корня квадратнь1х равнений
ас| _ с.а|

4,! 
----" а6, _ 0а,
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Бьтпип-тем результант равнени[1 :

1 = (ас' _ с,,)' - (.,6, - 6а,)(!эс, - с0')

* = ((т - 2тп) +ги )' - (( 1 - 2п) {* |) - (-втп) тп)(( _6п1) _ \) =

= 1т - *)' +(в*' + 2тп -:)(о,, + \) = 36,,' + \9уп1 - (':тп =

( з\( 2\
=з6уп\п-т)|,-т)

Ри при одном из значений парамеща /и, равном 0 ; _ 
1 

, ], ',','-
)ксние аб,-6а'=6уп'+2п-| нс обрашается в ноль' поэтому г|ри ка-

ждом из них равнения буду иметь общий корень, несмощя да}{е на

то' что при /п = 0 второе уравнение становится линейньтм'

||олщим: при !п= 0 общий корень 'то = | , пр'1 /п = -] общий ко-

рень х0 = -2 , ттри ,ц =? 96щт':й корень }ш = 3 .

Фупвеуп'{', _1, 3.} *1 ; -2 : 3}.
{. 4 ч)

{|ршмер 104. Аайдитс все

которь1х корни ралзвений х'

значен'{я параметра ." пр1{ каждом из

я.6
+|-2а.'() :т .т'+_х*а=0 перемс-
аа

жаются' т.е. между двумя кор}{ями одн0го уравнения лежит ров||о

один корень другого"
Реццеусце.1ак как нас 1|е интересует в этом случае конкретное рас_

положение корней, то достаточно воспользоваться тем' что д < 0 '

!![меем: п =(-, +2а)' -( 9 -,9)1-в * т:;' \с а)'
(6 я\ 8 ^ (,'+8 -^

(-а+2а\'-| : :](-в+|2)<0<}а' + -'<0ё <0<+
\и а)' |! ||

сэ-2<с<0.

Фтпвеуп'. (-: ; о)
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|7рш,иср ]05, \1айдите все значения параме'1ра' при ка>*(дом из ко-

'горь|х кор,!!| уравнсггий ..' * 11 + 2а _0 и х2 
' 
9!-4, 0 нс !|ерс-

аа
мс)каю')'ся, т.с. оба эти )равнения имс}от по два корня' и ь,1е)кду кор-
1{'|ми о/{}1ого |тз }равнений нет ттгт од}|ого корня др}того.

Ё'сццетт!се' $о-тгервь;х: ес.г:и оба }рав}{сния имеют |то два ра:]личнь|х
к()р 1 1я' то |1х,11искр}1}! ина}|ть! поло)к]'!тсль1! ь1.

{ч
]-.__ !<а>0.

[4мсем: ] '1- <_+ __]6..'' . '.].

,36 |]

| , +и>0
(а

Бо_вторьтх: 'гак как корт{и равъ:с:тг:г? не перемежаются, то резуль-
'га}{'т' поло}|(ите_псн.

наконе|1. объедт;няя все |1олу{еннь|е условия' имеем:

Фгпвс:тт,( {й ; - з)0[', Ф'-)
\ "/

Рассмо'рим раттсс разобранньтй пример (примср 75)' рстглсгтт':с ко-

торого батзттровалось на тонком гтаблтодении и обнаружс!![|и |!сс-0о1'_

|]с'1 ств !{я ш1ех{ду в0змох([! ь1м ко-!! ичеством кор*тс! ! ква.црат 1 1о|'() ур{1в нс-

н|{я и коли1|еством зггачений ггеремсннойт' с\{у удов]1с'!'в0ря1()111их'

|[риме*ляяг{очтивссщитерии'0тносяп{иесякисследовани1оква,г{рат-
ного'щехчлена' рассмощттм клобовое)) ре1шсн!1е этого примсра' с|1и-

мая попугно 1{алох(еннь{е ощаничс}[ия'

|!рталаер 1о6 (75)..[,аньт три уравнсн1{я

1) '' -(о+6).т+'8=0; 2\*' -ь(л+т)т+с' -0; 3)"' __ь(ь+:)"т''!с':0'

ках(дос из |{!1х }{п!сс'г гго кра{'1+тс}! !'1срс о/11{!( корс|{ь' [4звсстно' что

к0рни первого уравнсния бо':;г'тгпе с]{и|!и1(ь!' }4звсс'г:ло 1'акжс' ч'го ка)к-

дь|}-,[корень!-1ервого)равнег1],|яявлястсякорнс|\11.рстьсгогтпокрайнсй
\1ереодинизкорнсйпервогоуравненияудов.'1створяс].в.горомуурав-
нст1и1о. ||ай'ги'ттцс:;а о,5'с ,если Б > 3 ' Ф'гвст: 2':4:64 '

Ретцет;осе' <йобс'твос> ре!|1с1|ие осг|ова|:о на пощобном анш1;1зс ус"тгови{|

зады]и 1{ доста'гочно'грудоемкоп{' г{о поучитепьном процсссс рсп!ени'|'

|[усть -.|-| |{ .{" -_- 1(орн}{ первого рав!{сния' 1'1спользуя теорсму

Биета и ус][овия задачи. составим следу1ощ}+0 систему:

[(, ьь1' -]2>0.
!'
| л' +-х, = ст Р !т'
!

] т,х, - |]')''
}л] -ь1ь+1).г] ьс=0.
1-

|*] -ь(а+!)'г; +с =0,
|

|(.| 
_'ц6 + !)л, 

' 
.)(*; /:(/>+1)х, +' ) ' о'

2\7

,9г:бг_
-36<а <_ ]*ла.'.+ г-^'уй<с;< 3

а+0 *]г,'.-з " ё|о.,.,.Ф-

["._3 !!,'о | 2

|'>Ф \!

1.1меем. п =(-, * 2.)' -['' -1)с-, - 24).' \..4 са )'

(-а - 2а]' _(у -.1], , - 24\> 0 <э 9а2 ,'2 .э.т > 0 с>
\,г .!) 0

а'+21 [ог>0
€) --- > 0 с> !а \ц<-3
Б-третьих: пусть сх. ' р - 

корни первого уравнения' а 0, ,Р,
корнт{ второго уравне}1ия.

'[ог.г]а получим совокуг1ность условий
г|2|2
|с- г-о- с;\$-+--62||аа
1з 11ц"+]с' +2а+0; г -Р' у2а>0
[(!(!
Рештая э1у совоку|ность, по;]учим, что

*р')* 
*@-$)_эа>о

* р.)* 
}{""' 

-* $' ) +-4с > 0

| '.'* 
Р' _са+[\2 *-|]_,,'о [(*'\ а а !'] с)!

!]-1]

|сх'' 
з |-в, + 2,:-+ $/ +!_р, + 2а > 0 

[("/
[_ч з6
1 .-4' *-; -
!а а_' 
! лцц з6{ ' - ,:'0[а- а"
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2а>0 [ ч|.,_<[)с>|а'+2а <'>а*0'

|а'+0



Б данной системе первь!е тр|1 условия - 
запись теорема Биета

для ре1пений первого шавнения. {ет'вертос и [тятое урав}1ения - ус-
ловия того' что каждьтй из корлтсй первого уравнения есть ре!шенис
третьсго. {4, наконец, пятое урав}{ение - условие того' что хотя бьп

один из корт;ег! первого ураьне:+{ия являе'гся корнем щетьего, Ёе забу_

дем' что в условии дань| еще и огранит{ения на величину корней пер_
вого равнения и величину |]арамеща 6. Фднако эти ощаничения яв_

ляются условиями отбора решле;*ий, а !{а само ре1пение вл!4я|1!'\'я не
оказь]ва[от.

[[ерейлем к ан:шизу. 1ак как пр0извс,/|оние корней первого урав_
|{ения равно 8. то, коненн()' ни оАин из них не равен нулю. [,{спользуя
это условие> заменим четвертое и пятое равнения системьт спедую-

['! _ь1ь*!)х'2+с=0, [':-.] - Б(ь+:)(-; - -])=',
щими: < <э <

[.] _ ац6 + 1)г| {с,=0 
[';'; 

_"]'] -"(*/ - ';)='
||ервое )?авнение в:'оро[| сис'гсмь1 есть. очевидно' разность пер-

вого [{ второго уравнет;ттт! :тервой системь|' Бторое -_- есть также ра}-
ность этих уравттенттй, од}{ако псред вь|читанисм ка>}цое из гтих бьпто

}ъ.{но)кено на квадрат кор}]я равнения' ра![ее не входив[шего в усло-
вие' т'е. первое шавне!{ие бьтло 1гштножено на х"' , а второе, соответст-

вснно 
- 

на х/ . {-руппируя в ка)кдом и3 !1олг|ивш|икся равненттй
слагаемь1е и вь|нося за скобки общие м|{ожители' полу{им:

]{.., 
- *, )( г, + х, )(.'] * 

'] - 
Б(ь + |)) = 0.

[{., 
**, )(х, + :', )(';'| -. ) = о

1) €лунай, ко1ца су\,{ма корней равна ну.,1ю' нсвозможен, т.к. пр0-
и3ведение корней ]1оложи1'ельно' а с'{едователь!{о' корн|{ име}от зна-
чения 0дного 3нака.

2) Рассмощим слунай, когда 
'] = }: . Р эт'ом слу]ае оба корня рав_

ньу 211. Б эторт случае' подставляя гтайдснт:ьле значения в остав|шиеся

уравнен}{я' г{олучим:

{а+6=411. [,+ь=ц{5!!-.-
]в - э11ь1ь+ |)+ с,- 0. <э ], =э'/1ь16 + |)- в, +)|{\
|в+-вь1ь+|)+с=0 [(в :^/7)а11л+|)_56=0
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Байдем значения параме'Фов, ретпив полу]енньтс уравнения или

просто вь!числив их"

а+6=411,

6(6+1) =_ц--,.
4-\!2

56!1с=---Б
4-"!2

'= ?'9-'=''Ф{,*'*Ф) -в=+^!1(+*€)_в =16^!' '
4 -,!2 14

Б2 +6-2(4+€)=0.

8сли унитьтвать усповие 0>3, то 6' уБ>|2, а 8+ а.11 <уа'

этому реп_:ений, удовлетворя[ощих данной задачи' нет. 6днако

ищем все ре1пения этой задачи' поэтому

6: +6_э.(+*'|1)=|41|,'='" Ё''.*. | ь=э'!1
|ь=-т_-'!э. <э| -'

|=\+в(++{:)=33+в^77=(+€+л)' 
|ь=_|_2"/2

т.к. дискриминант э'гого шавнения

9 =| +в(+ + /7) * 33 + т611 =(т * +"!->)' .

,11

по-

мь]

Фсталось вь(числить

6=211 'то а=211. Бсли

тельно' ес]]и не учитьтвать

значения последнего парамеща. Бсли

же 0=-1_211 ' 
то 4 = 611 +1. €ледова-

условия 6 > 3, то 3адача буАет ипсеть, как

мини1\1)^{' два ре[.цени", (с"б + 1; _ 1 -э'11; э.',{1); (э'./1 :э'/1 'э'{1)

3) Рассмотрим теперь слуай, когда вь{полнена система

['/ +'.; =ь(ь+1).
];'' ' ' .Аз даннойсистемь|ср.шупол}чим'что с=64.
[х| .т2 = с

Фсталось яайти остав1шиеся значения

следнее уравнение с}{стемь].

(-( _ь1ь+ 1)х, + 64)(х: _ 0(6 +|)х,

парамещов. }}{спользуем по- т|

1|

]

11

+ 64)= 6 6'

2\9



.: > (т,'т-' )' Б(!э+\)х,х,(', *',)+в+(х]*'])+ (ь(ь+т))'*х, -
{т4|;\!г+ [)(х, + х')+642 =0

[[о 'гсорсме Биста полРим ь(ь+т)="/ + *', =(',+'')' - 2х'х'=

=(а+ 6)'? -|6. !елая соответствующую 3амену и обозначая а+0=!,
!1олу{им )Фавнение / - 9!з -24у2 +|44т+648=0. |{о следстви}о тео-

ремьт Безу (см. кРештение )фавнений вьтсш:их степеней>) пол)дим, что

/ -9!з *24т2 +|44с+648=0<э
г' -,.э (, _ в)(: -э)(с'+ 6; + 12) = 0 <э !' 

= 
:! |т=9

(а+6=6 [а+Б=9.
[1олр:тмслсду}ощиссисгемь: ]',' и ),.,. .Ре_

[6( ь + |) = 2о |ь\ь +1) = 6з

{шая первуо систему, г!о'!учим наборьт параметров' которь|е могли бьт

[ь=4. [ь=_5.
удовлстворя1 ьзадачебс:щс'гаофаничс|!ия !:>3. )' ^ ' ]

|а=2 [а=[!
€ щетопп условия 6 > 3 уловлетворять 3адаче булет только первьтй

набор значений.

Реш:ения второй системь! также не будуг удовлетворять услови[о
исходной задачи' так как ес'т1и произведение корнсй равно 8, а сртма
9, то один корень равен 1, а второй - 8. 3то г{ротиворечит услови1о'
н€шоженному на величину корней первого уравг{ения.

1ем не менее' найдем зт1ачения парамещов:

(' 4_1ж! (' _т+х[эы
! о = 

-. 

] [) = 

- 

-1212<и
! 19 + '!26\ ! 19 - '|>вт!.:12

1аким образом, полно1\.у ус',1ов|{ю задачи удовлстворяет ли1шь на_

бор (\4;6А).
Фупветп: (э.;+:в+).

|1рг;лсер 107 (вгэ).3адача €3. Ёайдтате все значения парамеща а,

при кахщом из которьтх 3начение вь1рах{он!1я (х+2)(х'+2х-,) ,е
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0:|вно значению вь1ра)кения

1тсменной '-[_:;о).
Ретменце. 1ак как х е|*э"; 0), то условие исходно1"1 задачи равно-

сильно след}т0ще!уу'. найти все значени'{ парамеща а'лри ка){(дом из ко-

( / 1*:)
торьгх система ](' 

+:)(" + 2х -з)= а[х -;- ' 
') "" ""'"' ре1шсния'

|_:<'.о
|1роводя равносильньте преобразования, полу{им:

]{ 
- . :;(,' + 2х -')=,[,_1. ') *

1

[-:<"<о

_ ['('+ :)(х' +2х _з)=а(х' + 2х_3) 
-<э1

!_)(т'<[

_- [(*' + 2х)(''' +2х -3)_ с(х' + 2х -3) = 0, 

-е1'
[-2<.т<0

Бведепц нов}то !1еремен1|у}о. (вадратинная фщкния у = х' +2х'

заданная на промежрке [-:;о) ' |{мест м}]о)кеством згтат'тснг:йт отрсзок

[*т; о] . 3то озт;ачает' что если -2<-т<0, то *13-у-<0' '[огда полу_

ченная систсм а заг]и1пстся слсд}'ю !ц1'11\'1 образом :

{у*а=0' [ :<с<о'
{ !/\

[-1 <.т'_< {-} [.'т' тг

[1олщснпая с!]стсма, а в]\1сстс с ней цд исходная задача не буд}т

иметь реш1ения' ос.'|и а < *1 и-г:г: а >0'

Флпвегп'. ( -- ; - 1)!(0 ; +"о)'
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,(, - 1-- ')
н1| при од{{ом значении г1е-

^1(*' 
+2.т-')('' *2.т_з) _0.€>

- 
[_: <.т < 0

[[", 
- 2х_а=. [г-' 

--':-;='' 
|-т, +2х-а=0,

-][''+2х-'='-1[ х=|' -1-'< г<0

[-2<х<0 [_:<.*.о

1

,]
!1

;1

11

!1

11
!

;1

'}

{1



[1риведем нссколько примеров из различ}|ь(х
гебрь:, рсш]с!!ис которь|х сводится к 11рип{снсг{ию

трехчлсна.

[[ршлтер 108. 11айдутте значег!}[я парамс.1ра' |три которь{х равне-
ние | +рэ!:т.т = р' *з!п' ;г ттмеет.ре]шение'

Рец;енце.3апиштем уравнен}1с в виде в|п'.т+рз!п.т +1- р2 =9 11

рассш1отр}'м фу:ткцию /(')=т2 + рс +|* р' ' (ведение рец|ен!1я три-

го1|омотр]'![{еского шавнеЁ{ия с парамещом к рассмотрению свойств
корней квадратного трехчле{{а' г{о-цу]а|ощегося в результате г:ростой
за\{ень|' являс1'ся самой !{асто вс1ре.татошцейся запценот? лтодобного

рода.
14сходное шавнен11с будс'г имс'гь рсп!сн}|с ]!и1пь в том с'{у{ае' ко-

гда хотя бьт один из корг:сй ква]\рат|{о|.о'грехч.'|ена / (т) оуд91 ,,'-
надле}кать о'грс3ку [-: ;п] .

{ля э'гого необходир:о, втобьп вь!г|о'г|нялось хотя бь: одно из усло-
вий

либо 7'(!) /(-1)< 0. либо

Р, 20,

/'(*1)_-< о.

/(-1)> о,

/'(1)> о,

./(1)> о,

||ервое условие отвечает случа}о' когда г{а отрсзке [-:;т] лежит

ров1{о один корень трсхт'!лена' а второй 
- 

когда на оре3кс оба корня.
14скомь:е значения параметра булр задаваться совокупность}о эт|.1х

условий.
Б первом случае пол)д|!.1м:

('* 
'- '')(2_ 

р* р1)='- (п+\1'"гт)(л _1)(р-:)зо<>

[-2< '<-т<э| --г_ -<э!5!р!=а.
[]< р<2

Бо втором случае полу{им:

222

\'|1я

2
[-

{5

|зр' - +>о,

|н 
_2 -',о'

]*л'- р+2>_0,<:>

| о +2>о'

[-''* р+220
0бъединяя ]]олу]сннь]е ре1шсния' |1олу{им' что иск0мь1]\,1и :.}}]а1|е-

ми парамстра яв]1я}отся значения, удов'{етворя}ош{ие нсраве;{ству

,\ \ -^ъ|р|ъ;.

Фптве;п: 4 '|'\*, 
.

{)

11ршлсер 109. Ретлите урав}{ение со$ л -(а+2)соз' х*(а+3) =о
г|ри вссх значен!{ях параметра.

Ретценце. 1ак как предстоит рассмащива'гь ве;1ичину т<орнсй квад-

рат}{ого трсхчлена и }|х рас11оло)кение относ1.{1'е.]!ьнс} с)т!]езка [*; ;;] ,

то |]о.}!езно 11ервь|м 1пагом +уайти ]|искрим|{нант с0ответству1о1цего
трехчле|!а. Б простей:лих с]1учаях это мо)ке'1'{|ривест|1 1{ з!{ачительно-
му у!1рош{сн}тю расс1!1атриваемог'о уравнсн1.[я' а во вссх ос1'а.){ь}{ь{х все

равно яв]|ястся необходимой час'гью ре1шс{{ия.

Атак'. 0 = {.а + 2)' + 4(а + 3) = ,' + 8а + 16 - (а + 4)' .

1ак как дискриминант ес'гь полт:*ьтй квадрат, то исходное \рав{{е-
н!4е мо)ке'гбьтть без труда заменсно совок)д1н0с'гт'{о тгростейшгих рав-
нений.

э Ф+2-с,у '4
со$ "\.

со'' 
" 

-_ (с + 2)сов'.т -(с + 3) = 0 <э
: ._..,

с:+.2+су+4! 2 {.|!|\ь. .з
|со5 х!')|А

разделов крса ш].

теории квадратного
1

!р!> 
_т:.
ч!, 

1

-2 3 р < 2. с> _т 
=|'|*, .

-1 1р32, 1'/-'

-2< р{|

[.''' .. = --1с'!-""' €,сов'х-ау3'
[соз'.т=а+3

|1ростейгшсе трр!гог{оме'грическос уравнснис соБ' ., = а + 3 ип;сст

рсш]е1{ис.]]иш1ь при 01с:+ 3 <1, т.с. при -3 <а<-2.

22з



11 пртт любом !.[з эт{.1х зг{а.тсгтий |1арамстра
у = ]-д169651|,!} + п*, /с с 7 .

()упветтт:;1 = + 319995,|,!} +пЁ, Ё е7,если _3<а<*2.

|7рсиаер ] 10. |1ри каких з1{ачег{иях {{арап{е.гра с},{1(сствует реш|енио
уравнен||я х! а+'!а+з[пх =я!пх?

Рецлеттце' Ре:цение данного шав[{сн|.{я дает прекрасн}.то во3мож-
ность прои]]л!ос'грировать один из основопо]1ага}о1цих принци1]ов ро-
1]1ения лгобьтх задач с параметрам}! 

- 
прин1{ип произвольности вьтбо-

ра в качестве парамеща лтобой из вхо]]я!.|]их в задат перемсн}{ь!х.

|1рименяя алгори1'ш! ре1|]ения ирра1{ио}1ального шав|{е{|ия' мь|
привё.тти }1сходное }равцсние к рав}{осильной ему системе. Фдгла не-
цриятность 

- 
возг{икш.се триго1{омс'1рическое уравнение -_ шавне-ние четвертой степени с параметром.

|[рименим принцип {1роизво.,тьнос'ги вьлбора параме.гра. Фбъявим
перепяенной бьтвгпи}| парамещ а, а параме1ром 

- 
бьтв;:лу:о !1скомую

фу,кцию з1пх. Фтноситель1{о 4 уравг.сние имеет втору}о сте|'{ень и
запись!вает'ся в виде: ., * ,(2'],, х+1)+(з!п{.т-з|пх) =!.

Бьтчислим дискриминант.

о = (:з;п'''+ :)' *4(з!п' л-з|п') = 4'1''.т+ 4з!пх+ ] =(2в1п;г+ !), .

{искриптинант есть г:олт*ь;й квадрат, !|оэтому уравнен[.1е раст1ада-
ется 11а совоку{|ность бо.гтее прость1х урав}!е}ти{-{:г2|э

| 
4=$'п-.(+5!п.'.' | 

сэ| 
з:п,х +з!пх-+ ! ц=0

|а=з!п'х_ь!пх [н!п'х-з|п х'.ц -0
Бозгтикаго'л: ]{ва уравнсния' от!]оси'ге.]1ь}!о которь|х ставится раг{ее

рассмоще!]нь:й вопрос: |1ри как1{х значс}{иях парамеща хотя бьг одитт
из корней одного из )'равнс}{ий пригтад1ле>кит отрезку [-: ;;] 

,:
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Фд;*ако надо у{есть' что эти равнения входят в систему' которая

[0<з|пл<1
с(),|(сржит еш1е два условия ] , ^ 

. [!ри ]тих ограничениях
[зпп- х - а20

||срвое уравненис совокупнос'ги ретшений не имеет. |{оэтому дос1'а-
'!'0ч}{о рассмощеть только вт0рое уравнение.

Рассмощим функшито / (')=|2 -|-а, [с[-;;т]..{ля того чтобь;

/(аттньтй квадратньтй трехчлен имел бьт на ощезке [_;;т] хотя бьт

о;1и}1 корень, необходимо и достатояно, нтобь1 ордината вср|ши!!ь1 па-

рабольл бьша бьт о1рицате.,{ьна' а хотя бь: в одной из траЁ{ичнь|х точек
()трсзка [-т ;т] значения самого щехчлена бь:ли бь:, напротив' нео'г-

ри{|а'1'с]|ьнь| (ьть: т.тспользусм то, что абс:|исса вср|цинь1 гтарабольл рав-
1.

гта _ ).
1

1*^'' образом, искомь|с значения парамета зада}отся следу}о-
[! 1

!а-а-с 
< 0'

щи[!и условиями: 1[ _-а20
!!

[|2 а>0

(:
|г:)-_сэ] 4

[а<0
--13а<04

3пторое ре111е/|це. 1,{з услотзшя уравцс1{ия следус1'' ч'го 0 3 з|п х < 1 .

€дс.г:асм замс|]у |=з|пл,0<г<1 и рассмо'!рим функтито

: |) =. .|!* '. ?олца на отезке [0 ; ; ] при ка}(дом из искомь!х значе-

нттй гтараметра футкгтия является монотонно возрастаюгцей.

!равнеттие запи1|]отся в видо г (т (т)) = 
' 
, которое в силу моно-

1'он1]ос'ги фугтк:лии буАет равносильно уравнению / (т) = , . 1аким об-

разом:

1аким образом' ||ри втором ре1!]е!!ии мь| приходим к единстве}{-

!{ому }рав}]ению' которое может- иметь ре1пе[{ис. Регшая да.!|се' как в
1

предь1душем с]|учае' сразу полу{им, что -- 4 ц < !).
4

!()птве;п'. -- _< с: 3 0 .

4

!]

!1
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8ообще использование общих свойств функций являс[сядос.|,а-точно часто встреча|ощимся приемом при ре1!]ении многих 3адач, нтом числе и содержащих щигономещические состав.,1'{ю{!]ие'

1ршллер 111. [|айдите все значения ],..," 
" 

_',,йй зх)+а'=' ,'"";;#:;"#;#ж?"|х урав-

Рецценце. Бще один пример на использовалтие свойств фугткций'входящих в уравнение. Рассмощим ф*..'''/ (") = х2 _ 2аз|п(сос х) + с' , определеннуо при всех з*!ачен}'ях ар-
гр{:нта, и как хоро11]о видно' четнуо.

||оэтому, есл|1 пр|1 каком-либо значе
х'-2а,,;'[.'.,) +а]=0 имеет 

'",,."#1.]1,' 
? ']".,'::ч'-0также будет реш:ением дан}!ого урав}|сн}{я.

|!оэтому необхоёсцмь!м услов[1емсди}]ствен|{ости ре1шения являет-ся совпадение этих зх1а.те*пий, т.с. \ = -\, *' {о = 0 .

1аким образом. д.}{я того чтобь: шав}1ение мо|ло бьт :тптсть едгт:т*ственное ре|]]ение, необходимо, нтобьт число 
'г0 

= 0 являлось реш1е-нием.

1еперь найдем те значен!{'| лараметра' !1ри кот0рь{{ \ = 0 
- р"-|пение.

|!одставив, полу{им' что а, -2аэ|п1 = 0 с> [" = 
'[с=2з!п!'

Ёаконец из найденнь|х 3начений парамстра отбсрсм тс' которь|е
удовлетворя}от услови}о задачи.

Ёслц а = 0, то шавнение приобретает виА х2 = (}

1ршлаер 1]2. Рстлите уравнение.

-

./:т _ : а11 з'. /я - ц11 .э^ =2"*'
Ре асце нос е. 3амстим' нто

--''/тт -:2'!2 = =3-211, =а1э -у '

|[рсдст'авив такжс 2''" = 2.4" , залихлем }?авненис в виде

(з-:€) з'+(:€ -1) ,'=2 4'<э

- /:\' ./:\т
.= (.]_ ы')\т] + |э"^[э._')[;.] = 2 <э х =0'

,|1свая часть уравне}!}|я есть монотонно убь:ватош1ая ф1шкция. [1о-
э]'ому' как сле/1уст из шавнег[А1,, х=0 -- единственное решсние
уравне1{ия'

€пэветп:0'

[1рш'ооер !|3. Аайдуцте все зг{ачсния г{араш|е'Фа а, при каждом и3

[2]"*2,'''.в'-+" 
г:з 

'2х1'ц,*5 -< 
33 ...12х2+т1 г4х'1

ко1'орь!хс|1ст'ема1' . иш{сетре_
|'т'|)''-8'т+8.у=с:

ше|{ие, !{0 сре2{}{ этих реш]ений нет'н}| од}|ого, удов.пе'1'воря!ош1его ус-
'|1овию .т *.у = [ .

Рецтеууосе. Разделив обс части псрвого нсравенства на 2"*''' полу-
чим' что неравенство приобретет следугощий вид:

22х];2'и]+1{х-1{'т'+'-33'2х1 
+т1 +4х-4т"4 +3230. Рассмащивая лев),}о часть

неравенства как квадратньтй трехвлсн относительн0 ,'х1 ' 
т': +4''4 с+4

разло;ки}.{ дан}]ос вь|раженис на мно)кители.

1), ,]1]'ьг х|]1 1, 1''..,'.4т.4т.4/" - ')1, /.

- ('"гу];4г 
4т+4 

-з2)(2"'''','

6 | < 2''"'г'*1х 
4-|+4 < 32 э 0 < х

с>4<(х+2)'+(.т-2)'<9

1аким образом, первое }{сравенство системь| задает на координат-
ной п.г:оскости кольцо' ощаниченное двр1я конценщическими ок-

венное реш1ение }о = 0 .

Бсли а = 2з]п1
х' - 4з1пт ,;'1.!.'; - *''']", = '*'"'"""?еперь заметим, что так как |соз,т|{ 1 , то 0 { з!п(сов-т) 3 в|п1, :то_
этому -4з!п 1 .з!п(соз_т) + 4з!п2 1 > 0, прине1\.1 раве}{ство вер!{о 1.0л},к0при 'т = 0 ' €ледовательно' при а = 2з|п ! равнсгште так)ке имеетединств9нное реп]ение *о = 0.

Фпвеп:0;2з!п!.

226

и и\.{еет единст_

запи!лется в виде

|

]

*!

!!

{!

ш

+3250<+

''''-1)<0е>
)

'*у'*4х*4у+4<5<э

з -э.1-э)'
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рРкностями с центом в точке (-э ; а) и радиусами' равнь!ми соо.!!
ветствет+но 2 и 3.

|[реобразуем

[1р шт+аер 1 1 4. \1айдулте

ко'горь|х шавнение

все значения парамета а, |!р\[ ка}кдом из

второе урав|!ение данной системь|

"' + у' -8.т+8у = а с> (* * ц)' + (у + +)' = а + 32 .

€ледовательно' )фав[{сние системь[ задает на координатной плос-
кости окрркность с цен1ром в точке (ц; *ц)и радиусом' зависяц{им
от парамеща и равнь|м ^/" -', а 2 *32.

{:[скомая система булет имсть хотя бь: одно ре|11ение, еслр1 окррк-
ность' !{ме}ощая менятошдг:л!ся рад]тус, булет ип:сть с коль|{ом хотя бь:
одну точку. Фднако срсди ре1пенийт не булет решений, удовлетворя!о-ш{их услови}о .т + ! = 0 , ес.,]и окрРкность буАет имсть две точки пере-
сечения только с внутренней окрркностью коль|(а. 3амотим, что в этом
с.,1у!ае должно вь!полняться ус;1овие оо1 _ 2-.], *з2 <6Ф'+2.
ФФ., =6!2.

|[олщим:

61' - 2 ч ! , у у < 611 + 2 <> 76 - 24{' < а + 32 < 76 + 2ц^|1 +
<э44-24{'<а<44+2ц11
Ф;пветп: (+а - э+11 : ++ + 2А'|1) .

и меет еди!{ственное ре(1!ение.

Реоцетсце' |!ре>кле всего найдем область допустимь1х значений пе-

1.:еменной х' )/ч!{ть1вая' что под корнем квадратнь|м може']'стоять вь|-

ражение' !1ринимаю1цее только неощицате']ь}{ь]е значения'

|-4*' *!!х]+60х - 67>0' [1..-:;(-+"" +7х+67)>0' ..] '^ '<э]' /\ ' ё
|*''*6х-5>0 [(х-:)(х-5)<0

[['. т -.,/т р:
!1^ - 8
|!ё]{ 1+../тб<э|(л_<5.!!]<х!! 8
!-
[|<х<5

_' -11'' +6о'-ы _ 'т'!ст-''_5 =

Рассмощим его леву}о часть.

Бьднося общий мно)китель' !тоду{им :

-4;;\|| +фх_67 _7^|;;*; _ 5=

= ,[;_ \(^{1т- 7 ' - 61- 7]5 - ') =

,--'( _-4"' +7.к +ьт_+я(э-х))
= \!.\ - |' 

- 

!=
( .7*+'' +7х +61 +'!5- х )

, .( 8- 4(х -т)'1 )

--

[^/-+"' +7х+61 +'|5-х )

Рассмощим монотонность фщкший, входящих в данное вь!ражение'

1) .у = ",Б -1 возрастает на [т ; э]

2) у =1 в * (х - 7)' также возрастает на [: ; э]

+60х-67 -9а+18

|1реобразуем уравнение ;

_9с+18
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-4х'+7х+67 тоже.

4) у =.6; убьлвает на [л ; :].
]аким образопт, числи,гель вь|раже.{ия есть |!ро|{зведе|{ие двухвозрастак)щ:':х на [] ; 5] функций, .!"до'а'е.г|ьно' также возрас1.а}оц{ая

функция' 3наменате.:
вательно' уб.,'''*'|"";;]'; -*:;;'"""'шдих функций, и следо_

*'"]-)"' 
образом' ,1евая часть уравнения * возрастаю,ц'" ,. [] ; 5]

_( ,/(.)=л{19)
[{*4*' г7х +67 

' *; ,]

з) !=-4х2 +7х+67 убьтвает на [: ; з], следовательно'

[1олуним, что ес.,1и уравнен!{с { ('") = и1\,!еет ре11]с-ние' то только о/{[|о.

'"'}-{,(')-'[(;)=6' '"},{;г': = 1 (5)- 212 .

?аким образом, )фавг]ение будет имет.1' единстве!{нос 
рсш.{е1{ис'сс.пи 0<{';+ш <2|т

65.,[*911ц <21'* {"' -9а +,*. 
', -|а- -9а + |8 5 8

|1ршлпер 115. Ретлите систе1\,|у уравглений:

| 
*' + .т' - 14х -10у + 58 = 0

!/ъ

[т/"' * },' - 16х - 12у +:оо +'[г-+}3 ц" - 26' *|91 = 21Б

[['=' [э_'|ц
^![,>6 !_--;-<а53н1 .. ! /

1у ="',*{"1'= ,=?:!1
Флпвеп:[,-9', 1,[', ч ''/ц)| 2 ]"1_" а-]

-9а + 18

230
2з|

Рецценце. Б формулировке задачи явно шросматрива|отся геомет-

|)!1ческие мотивь|.

]{ействи'гельно' уравнсн'е х' + у'-|4х_|0у+58=0 .ттегко при-

!}одится к виду: (" _ 7)' + (.и - 5)' = 15 . [еометическое место точек'

'}аданное эт}1м равнением - 
окружность с цег{тром в точке (т ; з) и

радуцсад1 =4.
[ораздо интереснее вь!яс|тить' какое геометическое место точек

]адано вторь|м уравнением системь1.
[{реобразуем его, вьщеля'| полнь]е квадрать| под каждь|м из корней.

- /(, --8)' * (у * 6)' * 
',/(, 

* 2)'1 +(-н- 10)2 = 2'{Б .

Фстаст'ся дать |:равильное толкование уравнения. |еомсгринеское ме_

сто' заданное этим шавЁ!ением' есть мно)кество точек, ср{ма расстолпй
откоторьо(доточекскоординатами (в ;6) и (*2; 10) равна 21Б .

Фднако расстояние междуточками (8 ; 6) и (-э; 10) равно а1Б у

€ледовательно' геомещичсское место - это отезок прямой с
концами в точках (в; о) и (_2; 10) '

]]ейс'твительно' есл!, некоторая тояка !+4 {х ; х) не принаш|ежит

дантлой прямой, то сумма расстояний от нее до точек в(в; с) и

А(-э;10) больгше' чем расстояние между ними (неравенство те-
угольника). Ёслрт же тонка !+4 (х; /) ,.*'' на прямой' но вне отезка'
то длина отрезка есть разность расстояний от нее до концов отрезка.



€оставим )равнение прямой АБ .

1рсл;тоакеншел'+2 -у_10 х+2 у_![
3;=й<+ 

-'-=-* 
+)),-ло=_{(, +2) <> 5у =-2х+46'

Ёьразим из этого уравнения какуо_нибуль |]ере!тсн}ту|о чсрез ос-
тав1цу}ося. Ёапример, ,=_1 у+2з.2'

3аёачньгй магпершал

3аддачный материал прсдназначс11 для самостоятельной работьт,

|1асш|!'ре!!ия п: у:'.;:уб.;:е:пя|я ос1!овнь]х |!рие}!ов, [,|етодов и идей ре!ше_
!1!.1я задач с параме'щапси. 8 не!'о вкл1очснь| задачи' ;1ред!агав1-!1иеся

!{а вс'|'уттите.]|ьнь|х экзап,1енах в ведущих вузах РФ: мгу, мФ]'[{,
м|.{Фи, Б11]3 и др. в задач}тьтй материал во1цли около 500 р;}злич}]ь!х
']адач 

- 
о'г самь{х т]рость!х до саш1ь!х сло)к}!ь]х.

$ 1. "[!иней!{ое урав!{ение. ,1иппейная функшия

1.1. Формулировка т|о}|ятия (урав}!ение>' (корень уравнения>

1. !к:шкрт'ге постояннь|е и !1еременнь|е вел|4чинь1' вхо/{я1!{ие в

уравне1{ия.
\)1х-\=а
2) а-х=а1 х_|
3)5-х:ат
1)ах-а=|'+х
5) 6: ах

|(олуним систему:

[р_'| +(у-5), = [6,
.1 
.- \/

|'=:з_1у <э

{. 2'

Редшим в'1-ор0е равнс}{ие.
;тодобнь:х слагаемь!х имеем:

292
ту

[ч
|х=2з_:-у.! 2"'
1, - .2

[[''-;']-(и_э),=:с
1]ос;те раскрь,т,{я скобок и приведс!!ия

|,ервое з|{ачение соответствует орд[|нате точки, расг|оло}кс}|о
отезке АБ .11айдем абсциссу: , = 23 * 5 

|, _ 2\1 - 51415
2' 29

6гпвеп: (эт-у - з1цз . :во + 2€Б )
[ :ч ' 

'-)[1о.прив рсзуль1?т, сщс надо |1ровер[-{ть' что о1{ -- прави-ггьт.льлй!

6) х=а_а2х
/|х=ах
8)ах-а2=7
9)с:х-а'=4-х
!0)3_,'х="-,

2. !кахсите равнения' линейнь:е относительно переменной х, со-

дер)кащие и не содер)кащие парамещь1.

6) 3х+6=3(х_1)+{
1) 5-х=(а+1)х
8) 2х*(т-19):*х
9)х=(а-])',
10) 5х =2-(12-5х)

3. Ёайди'ге всс значени'1 параш1еща х, при котором уравнение
("' ' :).' 1 ст +1 = 0 яв.:гястся лигтсйнь:м.

4. Булет ли литтейнь{м от!{осительно переменной -т уравнение:

(с'+:)х +а+\=0''!

1) х+3=|3х-2
2) (, -1);г = 3

3)|2х_а:|2
4) Бх-а=|
5) -5х=4

,!
|

!;
$!

*!

|[
!!

2з2
2зз



!.2. Фбщпй вид линейного урав!!ения с одним параметром.
!опустимь!с значения параметра

5. Реш:ите уравнение при всех значениях параметра.
1) ах=4 3) 4+/ш=5л+1
2\ ах_а=4-х ц (ь 1)х=(6_1)
б. |{ри каком значении параметра 4 шавнение ах = хобращается в

тождество?
7.[!'айдрлте значение переменной х' которое нс может бьтть рехпе_нием равнения 4 _ гпх =3х _| ни при одном значении параметра 7п'
8. Ёайдите все значения парамеща' при ка}кдом из которь|х )фав_нение не имеет ре{шени'{.
|) ах=2х+1
2) Рх=х+1
3) а2х+2ах+ х=7
4) а2х=а(х+2)*2
9. Ё{айите все значения парамеща а, |1ри

рень шавнения 2х _ 28,5 = 2а(6х - 1) + 35 в

уравнени'{ 4х + | = 2(з - 2х) .

10. }{айдите все значения параметра а' 17рикаждом
рень уравнения 3х(а+4)=6,+35 в три раза мень|ше
ния 2(-х _:) = з(: - х) .

11. Ёайдите все значения парамета а, при каждом

рень шавнения а(2х_1)-; =4а-х в полтора раза

\,
).равнения 1$ - э.} = з(3 - х) .

12. Реш:ите )Равнения:

1) тп2х ='о(х+2)-2 2) тп, (х *2)*3тп= х + !
1 1 3х+2а6 |з)'-*=]({х+1) 4)ах+ь-. =_/п!п32

5) а2х +4 = а(х +2)+ 0 6) (а + х)(л + ьх)= а(1+ 6)+ а26, + 6х,

7)(а +х)(а + *) = ,(ь + \ + { + 
",ь

2з4

9) ('* а)(2х-ь)'-(" *ь)(эх-,)' =0

10) (,т - ,)' (, + 2Б + а)- (х + 6)' (х - 2а- 6) = о

[3. Регшите равнени'{
а-х х_6 2аБ

",-0 а+!э ,'-ь'
х+а х_а х+Б 2(х-ь)

-'а*Б а+6 а+Б а-6
$-а)(а'-6аБ+6')

2х+а
!1'! 

-

'ь
х-Б 3ах+(а- Б)'

а6

каждом из которь!х ко-
два раза больште корн'!

из которь1х ко_

корня равне-

и3 которь{х ко-

большле корня

х 2х ауБ-| х
/\ !-!-- =-+ |

" ,'_Б' са_ь 2(а_ь) а-0

_ х 4ь2 а-6 х 'а+Б{\----д д_- +-_--"'2ь','-ь' а+Б а+!'; а*0
с!-\ а+х х а0'т |а-ь)х

о} 

-+-
"'а-ь а+Б'2 ,'_ь' 2(а+б)

'.' 
(х*6)(х -.) -ц:.ш:з . (х_ а)(' *ь) .,

' ) |,,4\р_-)' (ь-а)\ь*") (с_с)(с _ь)

14.Ёайдитевсезначенияпарамс.л'раБ,пр!|ко,горьтхуравнение

Б'х+01-(э*11)ьч2!1=ь,(ь*11)*4.ттдпцеетбсскоттсчттом}{ого

регшег:ий.

15. [{айдите все значения параш1еща' |1ри которь|х )равнение

|'|('' + э.)х + а' ('- ",6) = '|-5,'* 
+ а' + 6^,|\ +2х|5х* (ь * .'6)" имеет

6есконечгто п{ного ре1цсни1"1.

!б' Ёайди'ге }}се 3на.{енр1я параметра' при которь|х уравнение

9х ч- 62 -(: -''6)ь _2!1 = Б. х + Б2(' - 'б) не имее'г реш:снгтй'

\7. АаФтите все зна1{ег]ия 11ереме}1|{ой х, которь!е не могр бьтть

ре1ше11иеш{ урав!|е}{ия ни при одно{!1 3наче!'|ии параметра'

\) шт -7 =2х +|0

2) 2х*4а=ах*1

2 т2а _!)

3) ах=2х+|
4) 2пх+3=2п*х|1

&|

с]

!1

!!
|!

2з5



!8. 1) Ё{айдите все значения параме1ра а,при каждом из которь[х

уравнение ах =2х + 1 не имеет регшений.

2) Аайдьпе все значеншя параметра а' |!ру| каждом из которь|х

уравнение а' х + 2ах+ х+ 1 =0 не имеет ре:шений.

3) Ёайдите всс значения параметра а, при каждом из которь|х

уравнсние ,'х = а(х + 2) - 2 не имеег регшений.

4) Ёайдите все значения парамета а, лри ка}кдом из которь|х

равнение ,' * -' = а _| обращается в тождество.

5) Ёайдите все значения парамеща а' при каждом из которь|х

}равнсние ,'*'х = а -| не имеет регпений.

1.3. Репшенпде линсйгтьпх неравенств

23. Регшите неравснства относительно переменной х

|) тп(х_1)>-т-2 1) ах+|6{4х+а2

2\ 2ах+5 >с+10х 8) пх>|+3х
3) пх-6<2пз_3х 9) гпх<4-2х

4)з(2а-х)<ат+1 10)-т-5>пх-|

2(а-|\ 2
5) х_-<;аэа
6)ах-,',х_ 1

24. Р ешит е 1{еравенства

2х-уп ,11 3
!\ -,. "-
'' \'-2)(х+3) гп-2 х+3

!пх х-! 2х+3
]\.....-.............._''*-2 3 4

,', 
("+2)" -?.э.'- уа-| 3

ах-3 а .
4) 

---<а-|
' х-3 2

25. Реш_тите неравенст

т) з|;г|, |' 
* ,[ 6) |х + а| < 'т

2) |х+:!-1'-1!>с("т+1) 7) |"*|>1+х

3) |1+ х| < ах

{) |х - 1|> ат

5) |х-с|>х

26. Аайдитс все значения параметра а' при ка}1(дом из которь1х

всякос ре1шение неравенства ах+ х*3а+|> 0 являотся ре!шением не_

1
::!
*
1!:

*

{
:,.

1:

11) 5+Ёх<5х+Ё

2х+| а+5 35).--' 
(а -|\х а -| х

Ф #>2х-а
| *23х-2а

19. Регшите неравенства.
1)х-3>0
3) -3.т+4>0
5)-2х+6<0
20. Регпите неравенства.

2х +\ 2-х1)___>1
53

2) 2х+3>$
4) *5х_2<0

2),'-х-с;х>1

,, 5х*| 
- 

3х-13 
' 
5х+1 

4) {*3, *+1 
+5'410з24

- 3х-1 х+1 х5)_ <1__'521
21. Регпите неравенства'

\)12-ах>3х+4

3) т-2['-*).чР *'=**.--1- 5)!:!>0

22. Р ел:ите неравенства.

в) |2.т 
+ "|'++ |х - '|

я;1т_1'!1 <а-х

10) а+ #ц.'

\) сът <\

'(" 
\)х>а-1

-. !п-\ х-] 2х+3
), 

-
'уп_2 з 4

^\!пх-1 2х_,п ''п'А' 

-
'з412

4) тп(х-2)> х_3

равснства х <./.
27. Аайдитс все значения

всякос рсш{енис неравенства

венства |<х<2.

параметра а, ||ри ках{дом из которь1х

ах+ х +1 <0 является рс1|]ениом нсра-

28. |!ри каких значениях парамеща ре!]-|ение уравнения

|) 6-зь+4Бх=4Б+|2х меньгле 1;

2) 5х -18пт =2| - 5птх -;и больгпс 3

3) 15х *1а=2+6а-3а-т меньтпс2;

2з6
2з'7



4) .** 
-2=!*2, 1- больш:с 0'

.' 4х+3а 5х-2/-,, т- =_ ц 
_ мсгтьгше 0.

29.Ретлите равнения
1) |.т+ з|_а!х-1|=ц з) 1'- 2!+а|х+з|:э
2) а|х+з|+2|х+4|=5 А) з|х-2|_а|эх+3|=11,5
30. Ё|айдит.е все значения парамера, при ка;кдом из которь(х нера-

венство 
|х - а|+|эх _ +|> 6 верн! дл" л*бо.о значения 

'"р.*.',"'й '.
1.4. "г[ине"инос уравнение с двумя переменнь|ми.

Форппирование псрвоначально|'о по!{яти'| функцгди
3!. €оставьте уравнсние г:рямой, 1]ар;ш]лс'|ь!.{ой прямой' задагтг:ой

уравнением | = 2х + 1 и проходятцей черсз нача.}{о координат.
32. €оставьтс уравне!1ис прямоЁ1, проходягт{сй чсрез две точки сзадант{ь|м|| координатамтл (.т' : у, ) и (х. ;;,. ) .

33' €оставьте урав нение сепасйства {1ряг\,1ь|х' нс перпенд[{ку.'[1ярн ь|хоси абсп{исс и проходя1цих через т.онку (2 ; 3). 
| '1-..'!

34' |1айдите координать| точки псрессчен}1я прямь]х' 3аданнь|х
уравнениямА | = ах+5и 2у _3.т+ 0=0,зная,что первая гц]ямая про-
ходит через точку А(-э;3), а вторая - чере3 точку в(з ; +).

35. Райдите все значения парамеща ,' при котором три точкил|,м.к с координаташти (1 ; 1), (в ; 2), (эт + э.9 ; 2т* т| 
"''."*'с,твен-[{о ле)кат на одной прямой.

36. [1рямая, за]{ат1ная ),равне!{!{ем ! = Ёх + р , паРалле:гьна прямой'
задагтно:} }равнением х-2у =1, и проходит через зояку й(*з;2),
найдите_значен!{я парамещов Ё ир.

37. Азвес:'лзо' что графттк .цийс::!нор1 функллгггт -у =. ах+6 прохс:дит
через точки А тл 8 . \7айдътте координатьт точки с(.т; ; у. ) ' принал-

38. Фпрелелттте значение парамера *, при котором [трямая

.у = ]сх + 2 параллельна прямой, заданной уравнением 3х +2у =1 .

1.5. Расстояние от точки до прямой

39. }{айдите расстояние от нач€ша координат до прямой, заданной

-}'равнением:

1) х_2у_21[=0
2) х-1,_э'/1=о

3) 2х-у+ц1э=о
4) х-э.у+2'!!:0
5) у_2х+.,$=9

6) 3х_у+/]б=0
7) х+3у _!ао =о

8) 2х _3.у + т/Б = 0

9) у_4х_1п =о

|0) 4х+ у+!|| =1

40. 1) |1айдите 0рдинац' точки пересечения щафика линейной

футкт1ии / (*) = /сх + р и оси ординат' если щафик искомой функшии

параллелсн прямой, заданной равнением ! =2х + 7 и проходит чФез

тояку й(1 ; - 1) .

2) Ёайдите ординац точки пересечения щафика ливейной функ-
шии /(х) :|сх+ Р и оси ординат' если щафик искомой функшии па-

ра;|лслен прямой, заданной: равнением !=-х +5 и проходит чере3

тозку А4 (2; -9).
3) \1айди'ге абсшиссу точки пересечения щафика линейной фу,к-

гтии ]'(х) = |{х + р и оси абсцисс, если щафик искомой фун*ции про-

ходи'г через точки м(э ;1 1) и л(-1 ; -|0).
4) Ё1айлитс координать] точки псресечения щафика линейной

функции /(')= Ёт+ р и оси ординат' ес.пи щафик искомой функшии

проходит чсрез точки м (в ;0) и ш(з ; т) .

1.6. (шстемьц липпейньгх урав[{е|!ий с двумя переменнь[ми.

| еометринеский смьпсл реш!ения

41" \],ай:ците всс зна{]сния парамета (ттарамещов), при каждом из

.{оторь!х система 1равнений нс имеет ре1шения.

!а'х_4},:(! } !. |_2х+9(с:' -:)у= 6а-2'1).1 2){ \ )'
[2л+(а+6)у а+3 [**.у=1

лежащей тор1 :кс:-:рямой, если:
\) А(1; э)' в(3 ;9), у" =7
2) А(2; в), в(.-э.;2), .у, =9
з) А(-|; +), в(з ) -2), у, =5
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4) А(4; - 1), в(1 3), у, =7
5) А(0; :), в(-э ; -14), |с =6
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,, {,* - 
2.у = 4'-'[о'зэ*-0'14,у,=2 4)

,'{''" г(2_а}.и=4+а]'
'' 

|^+(2а- |)у=,'*э' 6)

,, {'- 
* (9,. - 2):' = 3а' 

в)
[.т+_у=1

\[,*+у=4,
|2х-1,=1

[-ах+{|.:=|46,
[("+6)х +2у=3+а

{'* ,' =''
|рх+у=1

44. Аайди'ге все значен}1я парамеФа (параметров), при ка:кдом из

которь|х система уравнеттий имсет ре1шс}{ие'

!э'х',''т=а- 2+а2,

|х+21'=2

(ах_4у-а+1'

" 1'* +(а+6)о=а+3

з, ]'|- - о|< :,+-а.

[*+|..л'_ст|=6*|

- |ь*+2у=ь+1'
'' 1:ь"+(6+|).т=26+4
45' Аайдитс все з1{ачеЁ]ия парап{еща *, лри каждом из которь|х все

рс1шения (, ; у)с}{стемь| равненгтй !,:-'2= 3'- 
,.','-творя}от ус-

[Ат-!2т'=6
ловияту| л>1,у<0.

46. !'!айдите все з!{аче|{ия параме'1ра Ё,лри ках(до\,| }'1з которь|х все
(
|.т_Ёт'=3.

рс1шенияслтстспть; ]" удов.[]е'1'ворято1'ус'{ов]{ям х>1, у<0.
п'/сх _ 4.с = 6

47 ' \|айдите всс з}{ачсг!ия параметра Ё, гхртт ка}{.г{ом из которь{х всс
[х+{з'=],

рс1|'|ен!|я систсуь[ ] 1' 
у;1овлс1'в0ря}от }'слов'|я]\: х > !. 'у > 0.

]А'ь-1т'=6
48. !.г:я ка)к/{ого 3начения ]|арамстра 4 оттрсделит!, чис.}1о рстшений(

сис'гс]\!ь! }равнс|{ии (

|'_6тл т 3т, = -15
49. Ёайтдито всс зна{{е!{!|я г|ар11\{с1'ра (::араш:сщо:з), глргт ках{дом |'|з

кот'орь|х с!|стсма уравттегтгт{1 р:штеет бсско!{еч1'{о мг|ого решпений, при_
!{ем одно из )тих реттлеттгтй -т = |' .у = 3 .

(ах-Бъ'=2а |л-
2) {

|(с''1)хгс'т' |0 а+36

50. }!айлтте все значе{{ия параште'1ра о' лр\1 кшкдо\,! |.'з которь1х ре-
.. ! .т_г 1' = 4'

1шен|1ес}1стеь{ь1 шавне|!ии { " удовлс'гв0ряет}'словик) х> у.
!]т ь'=,3

51. [{ат?:ди.;'е все з!]ат{е|ш{я г|ара\!ета ,, г!р|.{ каждо\,1 !1з

реш|сн!!с с!|стемь! }рав!!е!!||}-' {э'х 
+ х - !-; +2' 

у;1()влстворяст
{''- ":'= 6

х-у<0

|2х 
г3т:5'

2\ 
1"-.'=э'
[.т+4.т'=а
(х_ст>3{т'+а!.

4\) 1- |' 
1!.* а|+ у=2-,,

42. Аайдите все з}|ачения парамеща (ттарамещов), при ка>к2цом изкоторь|х систе1\{а ;равнснгтй имеет бесконсчно много рс:шеттий{

,' 1(, _2)х +271 9
|){ ''='' э'[4'+ау=)'|'э'"*1,+1)у=-| '' 

\,*+-у=|

43. {{айдите знан;
торь|х с !{стема,'',,|# #::: #1]]!]}]]11?;;;: 

**' "' и з !(о-

'. [2ах*у=а+\:,1 ' )'!твах+-у='|.(-т+]сг]'=а{4 -'''**|с;у=6

з) 1(" 
+!)х-у=ц,

'[("-3)х+ау=-9

240

,){("'*2)тз 7-у'=9' ,, [',+(:п-|)у=3,
[(ли-+ |)х +?-(гп+2\у=|8 *, 

!1,и п :)х +4у =*3

5) {:'+!э'у=6+2' .. [''*- |'у=,,'_Б,' 1(а+!).т+2!.у.у=2Б+4 ''1'' |э,1:=)4!|1

,'{'--2у,=2а-3' в)!р-!)х+ Бу=э..'[э'**ст'у-[ 
[9.т+2"и=-|

9) {**8у=4р-рх,
(рх + ру =3р -3у -| |)/6,+1=!'

|.4х-2у=6

которь{х

ус.]1о1]ию
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^){0+|)'т- 
у=а+\.

[х+(а-|)у=э



52. ]'1осзд т1р0ходи1'м*:пто гдаблто дателяв 1.ечение /| секун,{' а м1{моп1фста ]{лр[н0!! 7 ме.щов .---* в тече}{ие ,. сек}4{д. Фпредслитс скорость ид-|'11!у }'0('з..(а.

{з. сос}и, Ё{апо.[{неннь1й :кидкость}о. иьтеет п0о т.я^''^ гкрьпь оба крана {{а с/ часов' а |10том ".];#!!]]ы*::':ж ;:тавш!аяся в сосу7|(е }кидк0с.|.ь вь]'!ье:1.ся ч
}':с:-т;тт ч9р., ., ;'"'" ;;;;;;" ::':::]_:" 

черсз гтервьтй кран за 6 часов.

:::т;.#*}:#т;# -:н:т"::]] ]| жнн тж;:
54. ?рос 

''."*]}]!жж;]рая' 
открьттьгй отдсльно?

ш#х:#];:;::::".1]_|:ф"*",.-#:;::,1#/#]};*[]]]}]
до'ць$о а [\нсй''" #::щн%;::::;#;;н::ж}; 

;:;!э днсй, а второму * с д}{ей" 3а какое ко':

'{и 
11 

:сю ?аботт. ггервьлй и в горой ,''"-'.]11?.# ;;жг вь!!1о']-

55. 9ис;та х и

!а.т + у=.;" ; 
ь лл )) яв''1я}отся ретле}{т'{ями системь1 равнений

] , " .[{а/тд
[-т'+ 4а1:-] "'*"д}'{те все значен'{я 11араме1ра, шри ка}кдом !{з ко-

торь(х вь|ражсн'те 
", - 6!, прин{,[мает гтаибольш:сс значег]ие.56" 1{гтсла х 
'{

{*-, з ,,у = 2,, 
)' 'в',1яются ре}дениями системь| 1равненит?

'! ,х -- 1, = 3, _ ' Р{ат"т'цгтте всс 3на!{е}{ия параметра, при ка}{дом }'з ко_

ф'.уру Ф и сост'авьте уравнения прямь{х' проходящих чсрез точку
м (п'а ; и) и имеюгцих с фигрой Ф сдинствснн}к) общуо точку'

|ах 
+ (ь - 4).т, = 2. 

|ах 
+ 4т = 2.

:; 
]("-4).т+ 6у=з' А,1(0;7\ 2] \ьх+ау=-|. й(-6:4\

|ь*_1,+6).1 =з [(ь+3)х+(с+8)у=*3

|(а +э)х + 6т'= |' 
[ ах + Бу = 1.

!!
3) 

]с.г 
+(!-т-2)э'=2' А/(10;0) +) 

]3-т 
+ау= _|' !ь1Ф:3)

[1ь*+)* : [(сг -1)т +(!:*2)у - -2

1.7. "[р:ней:|ое нераве|!ство с ]!вуп[я псрсме||нь[п{и

60. |,{зобразите 1!а коорд}{!.{атг|ой гт.гтоскост'!{ м1{ожсство '1'очек, за_

дан}|ое гтеравснством х + 2.у' - 3 > 0

61. [4зобразитс на коор]1ит{ат}1ой плоскости }'{|{о}кество точек' за-
данное |теравснс1'вошт .т - 2.}, + 3 ( 0

62. \4зобразите 1]а коорди{{ат|{ой гглоскос'г{-] м}{ох(сство точск' за-

да!-|нос системор] норавснств

1]р}-1ни1иаст на}1мень!|]се з}]ачен}{е'
являются реше!тиями с!{с:1.емь] уравнет*и}!

. ]'']а.й/трг*.с: !]се з|1ачсг{] {я т]арамс1ра, при кажд01!{ из ко_

/|];!:.'с},;!']'! 
;{3:{с].ся ф]|[.юа Ф' со-

\с1 ' п } к1''!{)рь|\ 1;'!иовь|' ч.го ука-

;' 1"+.т'+!>3''' 
|.'- у*2<|

63" 1]айдите всс з|]ачен}|я пара]метра ц, г!ри ка}кдом 
'{з 

которь{х

все ре1]]е[1{{я }{еравс1{ства ,,' _-''' > (с + х)(+ * сп) пръттта\лсжат отрсзку

[-э.: з].

64. 1,1зобраз1,тте \{г]о)кес'гв0 точек {{.цос!(ости. координать! которь1х

/,;1Фвлетво!я}от }!сравснс',у .т,' -(.' - ] )' > о .

б5. ЁаЁ:дцит'с цел0ч1'с.]1с1{нь1с ре]!1ения сис1'смь{ нераве!!ств

;1]1<"<:'!?(т;(1

т0рьтх вь1!)а)ксг{ие 3),, - ,- гц)и{!имаст на*:б{:;сьдц;с:с з[таче|{ие'5|'. {]::сла ,Ё р{

[.г , с:.э, = .\с;, 
" ' . 

1' яв"}]я1отся 0е{1{ст{ия|41'1 ()истемь{ 
уравггений

]г;.1.:' ,,.з .} г1а}!дРгге БЁё 1ц3т16ц*я !1араме,|ра, шри каждом из ко-

г(}рь!х вь]р;1;ке;тис "т, * -у'
57. 9+гс.ца х |{ ъ1

| с.т_]- 9 }. = г: + 1

1|]'[ ст'_-')

з|}!{]'!;я с{.1стс,ма уравттст;т:;!
242

[х+.т'<2.5 |.''..,. |1.с+г<1. |9т+]'_9<0,
|) ].т* т'>-_1 2) ].т*;,>-2.5 

' 
)'7т'--т'-+ 7>0' 4) ]я.-, +9>0'

['''' |.''' |.''; |т-;>0
1{}рь(х вь]р1.]же;лд:с 2.г'] .]-| ,1.' {'ри}]ип,|ас1

} 1аи1ис|{ь[ш{{. з1{ачение.59. ]-! а {!0оР/(! : ;!.1.;.! ]';.:!.: г;л оскос:.гя:
|:1'с_:д 11 1311'{ ] !зсс); т{)г}()к., к(}ор.4и}{а .!);

66. 1,{стто.ттьзуя ме'год облас'гей' г:ат1д:ттс всс зт{ачсния г!араметра .',

11р!{ ка;к,(ом из которь(х 11сравенс'1'в0 

';-*2 

0 всргго пгри .гтюбом

3начении переменной .т с [0 ; + *) .
'!]\, 

се"1' 0]{иЁ{(]твс]!{{{о(: 
ре{|;.ег! ис' | 1зс.:браз пате

243



67. йспользуя ш|етод областей, найди'ге все значения перемен-
но{"{ 'т' ка)кдая и3 которь1х является ре1шением неравенства
2\2а - х+ 4)<(х+ а)(2а-'г+4) для лтобого значения !'!арамеща

.: с [* 1,5 ; 0,5] .

68. }{ат"тдите все значсния 11араме'1ра а1 при которь|х среди ре!|]е-
т{и}-{ неравенства |'т 

_ а| + |х - 2\< 4 *., содер)кится ровно два цель[х

числа.
б9. Ё{айдртте все значени'! г{арам9ща а,|1рт1 кшцом из которьгх нера-

х_4а+| -венство х-а
70, Аайдите все значения перемен}|ой х, удовлетворягощие нсра-

а-х+| '
г]е}{ству + > 0 д.;тя ллобого значе1!{{я парамета а с|э ; з].' х+2а

71' [{айдтрттс все з}!ачония парамсща а'при каждом из которь[х все

реш]е}{ия неравснства (а -2х +т)(2а + х - 4) > 0 ттринадлех(ат отезку

[-: ; :].

72. Аайдтцтс все з}1ачент'я псремег1но}"| -т' ка)кдое из кот0рь|х удов-

.,1ет['оряс1-неравенству ^' 
_ 

|_'^ > 1 при лтобом значении параметра' 2а+2.у-3
| з1ас]-3:*:{.
| 2\
73. Ё1айдитс все значе1{и'| парамета а, {\р[1 ка)кдом !{з которь|х все

4-т+3 ^ ( | .)
рсше||и'{ неравенства 

" 
* - 

''5 

< -2 приппал]{сжат интсрв-у 
[_' 

, 4,]

74. Аайдтцте все значения переменной х, каэкдая из к0торь1х явля-

ется ре1{]енисм неравенства 2(2а - х + 4) <(х + а)(2а- ;г+4) для л}о-

бого значения парамета а с [*1,5 ; 0,5] .

75. Б лвщ я{циках находится бо;тсе 29 одинаковь]х деталлей. 9исло
деталой в псрвом я|цикс' }п4ень|1]сншое хла 2, более чем в 3 раза пре-

вь|ш'тает ч}!сл0 детатей во втором я]1(ике. 9троснное число деталей в

первом ящ1|ко ]1рсвь|1]]ает удвоснное число де'галей во втором ящике
менес чсм на 60' €ко.пько деталей в ках(дом ятцике?

76. Б маг:ш|.1не ттро;1а1отся крас}{ь!е 11 синие каранда|]|}1. (расньтй

!(аран/{аш-| стоит 17 копсек" синий -_ 13 коттеек' [1а покупку каранда-

:шст] можтто по'1ратить хте бо::ее 4 рубле{л 95 копеок. 9исло синих ка-
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ранАатпей не должно отличаться от числа краснь1х более чем на пять'

Ёеобходимо закупить максимально возможнос ср{марное число ка-

рандаш]ей, при этом краснь1х каранАашей нРкно закупить как можно

меньт!]е. [колько краснь!х и сколько синих каранда;шей можно ку-

пить?

1.8. }равнения и нераве}1ства'

приводимьпе к линейнь!м уравнениям

71 . Реу:ите шавнения'
. х+| х+2, 4 ,=0 2)!\ 

- 

+=-\);- 
'"з 

'(х-1)(х+3)

^ 5(х-2):(*-])=з 4\
3) -;;__ 

"+з
| 2(х+|) 3х'+1 

=1

" 
'-, 

*-;-т -(3'-|)(*-п)

78. Регпи'ге уравнен!1я:

2 1 _!
з) 

--тт 
-_-з;т

|д'--.----'-5-3' - 2х-1

7х+8 _ х+4 -х
2| 8х-11 3

^131;;'"..-3 -[+:;1'+з)

| 1 

--14) ---- 4- = ---= 
"

'* ,-*{* '-;л

^/ , +2\х+| х-| /\''-|
|\-- +-=--
" 7-2 х+2 х'-4 ! 1 - _\

-. .(' - 4х+4, .' -3-.;1 -2(х' 
-5'г+э) -'2\_----,-*- х-3х-[ ^

х2 -4х+5 ("_2\' 4) '-1 -{:2="-''-+
з': $=[-*.) "'"_2 х*3 х-5 х-6

у-| х-6 х-5'х-2+-
6 х-3"' *-2'х-'1 х_

79. Решите уравнения:
1+2х 5+2х , 4х2- 2

\:;-й=т- ц,;;.р;;4
( .- ':--5[ ) 3"

^' (:+." т_д)[1*1-*]='-_з*т'_в) 1
'' [Ё- *',)[п' 4-^ )-- ,*-1*+х-)
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у *?\--1 ,*3'т +2

5\ х+2 ' 2х_1 -1- 1у_4' 5х+3 -'2+--' ' з+-2х+4 2х_ !
80. Решлите )фавнения' 1|риводящ!1еся

носите]|ьно переменной х.
2 ^-|)" -? =х-5 2)*-3=! 3)х+) х-3

5) '_3 =9 6) 3'2* =з, 1\а-2 2-х

х_| х*10 х-|
5) тп-с 

- ! 6) *4:- = 2 7\ с;у -4 
- !8)

п1 -.{, 3а*х а - х х _2а

[0; .т_3;ла 
- 

2тлтз'3 
=*_5х'_9 х+3 х*3

час следом за ним}1 вь1ехш! мотоцию1ис'г. котоРь'}"{ обог'гта-лп обс ма;'тти:д:':

в тот момент' когда ма1шинь[ 1|орав!{я.]!ись. йототтт:клптст лтрг;бг'птп :з

пункт 3 на 1 час рань1пе щузовой ма11]инь1. !{ерез какое врсмя |1ос.][с

прибьттия мото|{ик'|иста в г{унк1' 6 'ту]1:: при111ла.'1егковая пдагшгтна?

85. в 10 часов утра группа туристов вь,1л'!а из да{'еря и отшрави-

лась в поход с постоянной скоростью, рассч[1'!'ь1вая сде']|ать прива'][ !}

14 часов. Б ] 2 часов один из 1'шистов вспомни.]1, чтс] остави.,1 в ла|'срс

коте.,1ок' побежал обратно, взя.]1 нрк|'ук) веп{ь и с1ой х{е скорос1'ь10' с

какой возвращ'ш|ся' нагн,ш! гру!1пу в момс||т нача.){а 11рив€ш!а. Б ;са:сс;с

время он бьлл в лагере?

8б. Ёекоторое предприятие !|зготавливае']] продук!1'|!о двух ви./10|.

А и Б, используя при этом щи &\1да сь!рья й, |/ и :(. 1{орптьл ис11().][ь'}('_

вания ресурсов и их заг|ась| задань! в 1'абли|{е:

Бил ресурса Расход ресурса
Расход ресурса

4

м 3б00 6

2000 4

к 4000 4

1ребуется определи1ь макс!.!\4а.]!ь}{о в()змо}(нос количес'|'1]() |}!:!'

ручкиот!1рода)кипРодусцииэ.1.ого||ре!(!1рия.гия,сс]1[!цег|!'|!11!!р()_
дукцик) А и Б равнь] соответственно 1200 и 1500 рублей за ед|11!и|(у.

87. Ёа двух 1шахтах добь1вастся руда: на лервой - 100 'го!||| !|

день' на второй - 
220 тонн в дснь. 3та ру;1а с)кед|{евно псрераба1'|,|-

вается на двух заводах' причем ятервьтй может г(ерераба'гь[вагь |] /[с!|!'

не болес 200 тонн рудь{, а в'горо:} -_не болес 250'г" (тог:мос'|'|, 1!срс_

возок о]1ной тоннь{ рудь1 до заво]1а о|!рс.цоляется 
']з 

с.'1с]{ук)шдс}! :аб'

]|иць|:

3т'сгро:]1 завод

€ко.глько тонн рудь1 нужно вози'|'ь с ка)кдо!1 !]!ах'г|,! на ка>к/(г,п[! ';;п

вод, чтобь] обгцая стоимост.ь персв0зок бьшга бь: !{а14мень1|]ей'/

88. !ля увеличения вьш]уска пр0дукции рс|!{ен{) расш|ири1'|' |!Р()!|'!

водство за счет исп0.|!ьзования имею111сйся свободной гт;тс'тл;\;т/(р: :+ 7()

кв. метов' на ко.горой прсдг|о]1агае]'9я устаг|0вр1ть обору/1о!|111!ис /1!]ух

видов общей стоипдостью не более 100 шц;тт:' руб.псг!" (ая</1ьпй к()['!||''|(:|(!

.''\ |

к линейнь:м уравнениям от-

*-2 
=ох*а

а(х _ 2)

4) *-, 
=Ф

х+3

=0 8) ,("-,) =ох-2

81' Реш:ите урав|1ения' {1риводяш1иеся к л{{нейнь]м }равцениям от-
носительно переменной х, при всех допустимь{х з}{ачениях !]арамстров.

|) ,1+ 
=0 2) ц+:=0 3) 2, -| 4) -.т - ' - ц)'_ т

.., ''_1 а(.т-1\+а2-х
а'+1 а(х_|)--а2 +х

10) [т 
* 4)(-[ + 1) 

- 0х_а

-"-1-;=;6)
2

ах -'|

" 
-,', 

р 
-. у р;; ;,;; ;;г;й;-;; ;|*--; --_г _._в -1---;- |--;--1

-- 
1--- -.!-- - -1- - - !--;---1 х 

!

82. Рештите нсравснства' г|риво,{ящ[:еся к линейнь|м нераве1!с.гвам
о1носи1:льно пер€менной 'т при вссх дог!устимь|х значениях 11араметра.

1) а х+\ _ст'х+3 <а+9х )\ 9х+ 1 х- 4а - а,
1 ] - -/ _2_/. 3 6 3 2 *6

,) ]-]-]{:-!<{:] 4) .'.*1 +!-1.тп1а'-| а-1 а+\ з 2 6
5.: {+ |-3.т''т'г2 

', 
2х_1 _.12 - 2.т_5

,п 2 1тп -','1- 3 'т@Ф
?\ !пх х-1 2.г.ь3 .' .т+!,, 

-= 
-_:_!п.-2 3 4 х-|

1.9. 3адачи, !!спользующие график линейной функции
83' €ет'одня ущом' собираясь на работу' я за1\{етил' что с1ре.'!]к}1

часов совпали г:[е:го между 6 и -/ часами. 14нтересно' какое точное
время показь!вали эти часьл?

84' Аз пункта .4 в птункт 3 вь;еха-лла гру.овая ма1цина' а через пол-
часа за ней в тош: же на|1равлении вь!еха.,1а легковая ма1пина. Бш1е нерез
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----ъ
0б00у.,!ова!|}!'| 

'|ерв0]'0 
в|1да ']а!]имае1' 20 кв. п{с'1р0в, с'гоит 10 м]1н.

1э.;о]тей !.! 1!0:]вс)']!яс1 |1(,:.:1уг!11'1'1, 3а !''['сну 40 сдил:итц про.|1укц1.|!1. (окдь;й
ком1{]1ект обс:рулования |]1()рс)!'с} 'гиг1а за!{}{0{ае':' 10 кв. мстров, ст'оит 30
ь;',лн. рублей !| |!озво-,]яе'г |!о.]!уч111'ь за смсну 80 е/диниц г{родукции.
{ _}[!г!с/_1е.]|!.{1'ь значс;{ие макс'!!\!а.'1ьно возш''о}кного |]рироо]'а вь]г!уска

! 

'ро_|1ук1 
11[}1"

89. '|рсбтст'ся гг[''ртс":брц:с1}' |;.!р']-ин-) х0.]!оди]!ь}{[тко8 ]!|;}'х ||1!|ов 
-

<{)к;т>; !т,<{сгзс[;:, !} |(0.]|11чс(]гв!'!!с \,1с1100,13 гцт'ук' [(сгга.хс;.гтол[.!]|ьника

<<Фл<;г> !]]{в{]!: 1!г){:-1ь1!{!а(]'г (]1'0Р1г!,:осгь х0,|о-][и_]1ь|114ка <(свер;>" !1ри какопп

]-({}.]!'!{!сс1'ц},] \ц]''].;.|'т|.,1],}]],1].;!)!: '4{'!',-::1' -]|(!(]!!{'':}.:|{]'! 1\1!.|11!1;\!}[1 расхо](0в на
!{{.)1{у(1!,:у. ес].]|}! ({![{]']10 х{!'|0'\'|,1|,!!!!'(()в.:({.-}ка) не /1о]1)к|{0 0'|''|и({а'!'ься 0'!-

:)7]{вос!'}{0] {) ко.)!!](|{(:1'!1:} хо.]|о]1|,1.||ь|{[|}(ов (севср)) бо]!ее нем на т'р:т?

9{). 9 ;гглсо.ттт'нгтк;т (]ь:.по !!ско1'орое ко-|1ичес1'во мар0!{, ему |!одари.[|и

а"г:ьбоп,т ]1.)|я &|арок Ёс;:;: ол; !1а]',!сиг'гпо 20 п,|арок }{а ]|ис'|'' 1'о е[!у 1!е

\.;']:1'!'||!:'1':(т.б;-.п,|{1';! сс||и |]!| ;!а1(]!1.":{! :то 2.3 ь:а1-:тт<т'т !{а.;!!!с'г, т'о т;о кра*!нсй

]\тср!] 1_);(!{!1 .'|11г ! 0{:']'.1.{с'|'{]}{ 1'"'/(':*,лм. !:с.:1гт !1[к0льн|!ку 
'|о](.1р1{ть 

1'с}!|но

'''11!{()й }{с а-::ьбг';ц:, ]1,! ,.3я{,]10]'\1.1|{1.]'[! 1;111'рро1''0 |}а!(.цсс|{сз гтг;21 мар'(е. то
Бссго у г;"-'т о (--у'[,:'л' .1{];{.! пт;з;'т;:;т. {.]к+;::ь:<с: 'т|}10го1] в а'тпл'бопце'1

9{. |1у:ь ттз,,1 в Ё тл;тсуг 1!ро]!]!г,!!}асг'3а2!|,1, а катер'грат1.1т на пу'гь 1|з

.,4 тз [} +а обраттто пдс:тс:с 1.]-! ,г. 1]с:,,т;.; собс-|'ве!.|ну1о скорость ка'|'(:ра увсли_
1!г''ть !{а.10 }|', т'с; |!1.!ь {.'з А в 8 уу с;5ра';'ио займет'не бо.]!ес 7 ч. (ко;тько

в;){.]п'с:!{|| !!,]|}}1!]'т' г!![1()Р }.!'] ,4 :з !} ут с!{1}!!ько вр(-ме}{Р1 
'1;!ь{ве1'огт 

из 6 в,4?
92. Ё ",1в',,.х 1}||\11]:п]; 1!Р-'(?.|1!{1'.]я бс-',;;ег_' ]':',| Ф][!|накс)вь!х ]1е':'а:тей. 9::с.;го

.:!ста]{сй |] !]срг!ом я|{!|1кс, у[{с1|ь|1!с!|нос: т;а 2. (тс"т:дсс чешц в 3 раза пре-

!}ь1!!!ас'г ч'.|с'1т(-} ]|.е'г:]]т*:!1 всэ в'г0р0п4 ящи|(е. !:'роел;:гое []ис']1о /{с1 а.](ей в

!!срв()\{ ,!!{1|1кс ]!ре1з{'!!-!!11(--'' у,]вос;!|!ос чис.,'1о /(с'гш[сй! во вт'орош,! яш!!1!(е.

!{о '\!е[{ее 1{е},1 т!!1 с]{}. (.];сс.)_тгьл;т; дс-га.]1е!' в каж']{0м ящ,||{е?

93' |:с.;:гт 1[!..!|]1{еР0!1.'!а!'сря {!сс'грор1'{'ь в ко]|о11}|у |1о 8 чс.]1овск в ря-
,-{у, г0 о:{!!|1 ряд о|(,1){(стс'[ 

'|е[!0:}1'|)1&{. 
{_1с;:и п:ос:;ро}{!'ь !|о 7.тс.::овек в

г}ч,.!'''.'[0 1элдс',в бу.тс:; |{а 2 б().]1ь|.!]с, }! всс они бу](у1'11о,|нь!м}1. Бс.;:;.л:кс

{тро|.''1 ь г;о (; чс'по:зс-!( 1} р'1]\у, г0 рядов будсг стг|с ];а ? б0']1ь||1с' !]о о]]т{!{

Р:'|Ё 6у,цсг 3а!{о.]!|{ен ]{с вссь' (к,;.гтькс": |1и(')нсров в ')'т'0п! .|{11герс?

94. йп:се'гс;т !]ек{)|оРо{: к0.'||.|[.{сство [!рово.]:оки. []с:;и ее !!амота'гь на

1.":|!'1',1!|к|.|. г}^{с{'1а}о{!1ис ;!о 60() ш,! !!рово]!окР],'г0 одц{а !(ату{шка бу:{ет'гпа-

"''|]т'}'0!!{:] }]э !10.]}|!'|)с; ,.,1,"\' '| {1 ,к(] са},!с}е :||Ф}!3Ф1"!;{€'1', сс.]]!| |[о.}!ь3оватьс'!

т'о]'[ь{(с} ка'гу']!!(зь1|4' в},{сща}о!|1}1мтд ;т<; 9[|[а [1 11р()|}0.]!оки. [|ричс!у1 таких
ка1'у']1ек ттотрсбустся |{а 3 ш|туки п,1е1!ь111с. Ёсли жс проволоку намо-
'гать'го.пько т-!а ка1'у|!|ки, в\,1сщаю!1!'!.!е |[о 1100 м.'г0 1_|отребуе'гся е{{{е
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на6ка1у1шек!\,[ень!|]с.н0все1{а'|уш1!('}бу;цу,;г;амо.!'ань|1]0.]!1,|ос[ьк).
{коэпьт<сэ мс'1ров | |ров0лок'1 бь:;то?

95. Бс.;;и )к!'1,{кос'гь раз-цить в бу'гь:';лкгт 0]\{1(ос'гь1о 40;л'';о |1р!'| э1'ош1

о/{}1абуть1]1ьокажегся|{ссовсем11о]11!0!|.3с;тгт-гу}ке)к!{]-(кос.гьраз.]|{1|'ь

вбутьл];кисмкос.гь}о50л'.го||0на}10б1-{.1ся}1:]5бут.ь;.;;ст!ь,1с*'),!1!е11}.сс

они булул за11о'1|'с[{ь!' {:'с:;г: ;кр*]'(кос'1'ь |)а':{]|и'|'ь п0 буть1']1ям ер1кость|0

70 .::. то |10на.г1оби'гся е1!це н!] 4 бу'гьшл;а }.1сньш1е' !|о о11я1'ь о]{на бгь|)1ь

буАет н ег:о.; т ной. (] кс-:.лл ько бьт'по') !и1р0в х(г|дкос'! и'?

96. 1_1ри поку11ке !!сско']1ьких о/(и}-!ак01'ь1х к!1!1!' и ()]{111!аковь1х тс1'ра_

дс!!закн!,||.!|у1(,}а{!!,тг:1056р;,6',аза,|.е1ра]11,1-56ру6.}(ггит.ку:лгл.,гигт:з
6глгукбо;тьгп:с,чсм.гетра.]{сй.(ко::ькоку1!и]1икг1и1.'ес.]1и|1с1|ао]{н0й
к|1и| и бо.'|ь111е чем на |00 руб. гтрсвос:,0/{11) !.1е|1у *.'т':1!{$й гст'ради'/

97. !'рутт:та с'!у.!(с!11ов рс|ш{'1']!а к)'|1}!'гь ьт;тт':;;тлофо:т |\с1[0;| сг: 3400

до 3900 р!б. ФАтпаг<о в [10с']1ед1|и1| ппоштс;гл дв()с ()!'[(€!3€1'][|'10Ё' учас'|'в01]'1'гь

в1{0ку11ке'ит1оэ,гош1укаж/ц0муизос,гав1ш},!хся1!р'1ш-1.]1осьвнест!{!!а:{-}

руб. больт:_гс. (,ко.;гькс; с1'0ц;1 ма]'н!ш офогт'/

98. Брига:ть1. состояш1!'1с 1,|:] од|111а1(ов01'0 ч11с][[| рабо[{'1)'(" 1(0,1'7''1!'(']|!1

с(]ск.](а](ас1!с((0дсх(]{у.!(ад;дьтр"тра(:стн:,т{11{|].]1у!['1,!!1()два|(0[{|1лс}(|а

с1|с'!одс)('.(ь|' !1 }{ажд0г.| бри:'а.,це вь171(а]1!{ г{а 20 1{()|'!!}.]}ск'|'ов бс);тьттгс', ';см

бьпло брип'ад. Бс;ггт бьг брип'а2: бьт.;го ::а 4 бсвтьш:е п ка)к]{0й (:ри: ад1с вь:_

'1ав!],!!1 
бь: гго 12 к0['1|).,|е!{'10в''10 с!1с!!()]|['+{]\ь| !|ш |!|.!!!1;'1е 1{с хв11'|'|{-|!\] бь(

(-ко.]гьтсст ко\4||]!с|( |()!| с![с]'1()][с;:;]11'ц б|'д':" ::|! ::!;]1:!][! ]

99.Расс.гоя:{!!с]\,!с-,к]'{у7,\1}у1\',!я!о[}07ца[!и;!''ц!}1!;1сс|}и{!|}}с!(1{й11оез'{

!!рохо](и1 т:а 4 и бь;с'г1)сс'| 01]ар!;0|0. |]с.||{1 г;61 1;;:ц.;1:';}! !{'] |]()сз''\с!1] 11|с]! ;'3

врсш{я. к0торое ]'!'|ра]'и]1 ]1г')'го;1 11()е3д !1[1 {!'\:{!' {''! '1 :к: 1]''!'о |]асса}к!!р_

ский |10с3д !!р|]|!!с.]] бьт па 280 кут бо]т:,т:гс, чсь; [('!1аР.[{л!;| 11т':.]гу: (-ть: с:тсо-

рость |(а}к.1|о1'о из !|{.)сз]10:з б;,:.:па (,|,} увс]|1:'!с1;з т:а 1() 
'{ч1'/'{" 

'г;'} !" )111}! с]!)'_

чае 1!асс:1х(ирс!<и!! тт.'тс:;;[ |{р|)х{}'|1[}.|{ бь: 1':ас:'''!ч-р)|*]:1!) -'!}1 мз 2 ч ]4 пгдя;:

бь;с.:рсс'}0вар}{ого 11о::;]1|!. !(;:з!!,цигс: |.)!}сс'{'оя1{||с ['1с)'{{']{), 1'ор0',]!;!|'1'1 '1 :у |] '

-[оо. 
д.а лвт.с;буса вь|сз)!;,|10_1 0]1{{о!]!]с'\'!с-!|!|о н;}вс'!рс'1у д})у'' ]1ру|'у'

о/1'1|1и'31}унк]а7в::уг;кг8,а;ср1а-<..:[|[|:}1|у!|к,1'|8вгтунк'т.,4*:вс':.рс-
ча!о,тся в 12 ,д ]{дт:т. [-:с]:;': с1\01]0с гь 1|ср|'}(}!-с} ;-!}] 1'!)су!]и у['с]}}'1ч'!1'ь !1 :1в;1

р{1за.ас1(ор0с.гьв,1.орог(}ос.!.ав|1,1.ьп})с}к1(сй.'г()вс1.рсчаг1р(.'|1з{);|.'{с11{1!
56',,'р,.*,,,,',..0сл:,лжс,}1аг!1]о'!,|,|в'увс]!!1!{[1.1],в,ц1];}разаскорос1.!,
второго ав'|обуса, 0с'гавив [1рсж!!сй с|(0р()с!'|, {'|:р!}ого)'|]0 1]с'гре1!а !1ро_

и3ой!(ет на 65 ш:гтн ра!1ь!{{е' Фпрс]'це:тл'дт'с'' |}рс}'|я вс'1'рсч|1 а1}1]0б)7со!} ш

с.)1учае' ес.1|1] \', ве'] ! и [!е}1ь! вдвос скор0с'ги об<тг:х ав'тт>бусов'

10!. {-орола А и Б рас||о'|ожс!{ьг г;;-т бсрс:;''/ рс!(1'|' ||р[4|{с]\4 !'оро/( /

распо']!ожсн !{ижс !{о .гсчс}{и|0' [4з '-:'л'их 1оро.цов о]|,н0вре]\'!с}]!'!0 !]Б|)(()-
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,'(я ! !!:!,.с !рсчу друг др}1"у ,|1вс ,!о"/_{ки. которь1е встреча}отся посередине
]\{сх!цу городами А уц 3. ]-1рс;до;ажи;з свой шщь пос]{е встечи в преж_
}{их на|]рав'|{ениях ['1 достигнув соотве1'с'1]ве|{|{о городов Б и А, лодки
мгновен|{о по}3орачива;о'г образт,то и вс1речаются вновь на расстоянии
20 км о-''мсста лерво}! вс'щсни. 8сли бьт те же лодки , вьлйдяодновре-
мен}1о !|з {'ородов А и 8, |1о|1.,[ь{.]{и бьт обе 1]ротив течен!{я' то лодка'
вь|!пед1т1ая из !, догнада бьп лодку' вь]ц]ед1шук) из Б, в 150 км от 8.
|1айдгтте рассто.яние ме)кду гор0/{ами А и Б.

102. Белоси|!ед|1с1' проехад и:з !!)д!1(та 7 в путткт 3 :то пути, со-
стоя1шему из подъеш{а и с!|ус|(а' общсй д.пиной 60 км и !.ощатил на
|1о]{ъеп{ }| с!|уск о;1инаковое вреп{я' .]альшпе он проеха'1 за 4 н расстоя-
1{ис от пу]{кта 8 /{о тт),нкт'а 6;:о ровной дороге, длина которой на 19
км больгшс, чеп4 д.,|ина .]о/]ъсма 1{о пут!-{ из А в Ё. € какой скоростьк)
он еха.]| }{а !|о]\ъе]\1с, !'с.'!|.' }.1:]вестно, что его скорость на с]|уске больше
скор0ст!'' на по,ц1'е}ие на 6 км/ч, а с|(орость по ровной дороге равна
среднеп'1у арифпте.ггтнес|(о[{у скор:эстей 1{а {1одъеме и сгтуске?

!03. (г<орь:й |!осз.)| вс1'ре,таст' первьтй пассажирский посзд не поз-
же' чеп'' нерез 3 !| !10с]1с е!'0 о'г!]равде!{ия, !|от0м проходи1' г;ункт 3 не
раттсе 14 ч то|'0 }кс,!{!|я и) !{акоЁ!е]{' л:рибьгваст в |,ункт 7 одноврсменно
со в1'орь!['1 1|асса)кирски[{ !!осздс}\{ терез 12 ч ||осле встречи с ||ервь|1\{
|1ассаж11рским !]ос3'1(0!'1" 8а:!дите врештя прибь]тия в |]ункт |1ервого
!!асса)к]4рско|.о |]0езда.

104. [1ул,лл<'гьу А т'т 0 рас!]о-,]ожень: на одной реке так' что |!лот' п.,|ь1-
ву:шиЁ; и''з ''1 н 8 с{} (''к()р0с1'1,[() течс!![1я рек,1' {|р'ходит путь от'А до Б за
24 ч. Бесь ||),.т.ь с}т ,4 дс; Б т; обра.;:*:о мотор|тая лодка проходит не ме-
Ё|ее чем за ]0 ч. Ёц;:рл бь; собс'гвсн;:ая скорость (т.е' скорость в стоячел]
воде) мс;торнс-тй ;годк:т уве.]'(11чи.1[ась на 40 .А,1.о .от *" ,'у., (т.е. пут.ь
от'7 до Б и о6ралг:с'л) зат:я.г: бьл у ;;одки .д,е болес 7 н. |!айдит'(; время, за
котор0е п.|о1.ор,{ая .подка |1рохо].{и1. !1}ть цаз А в Б в слуяае, к0гда ее
собст'вс:н ная !:к0рос'[ ь 1]е увс_:1и чена"

105. 1,1з |1у}1кта ! в :.:ут:кт Ё вь:ходит в 8 в рра скорь:й поезд. Б
это1'жс момснт из 3 в А вьу.хо]1ят: |]ассажирский и курьерский ;:оезда ,
|{риче}!1 скорость {!асса)кирског0 поезда в два раза мень1|]е скорости
курьерского. (-'корьгг"л поез:1 в 11у;|к-| 3 :трибьтвает' в |3 ч 50 мин того
)кс дня' а встречает курьерсг<л:й {|осзд не ранее 10 ч 30 мин у:ра. Ёай-
/{и'1е вре1\1я прибь:тия пасса)кирского [!осзда в {1ункт А, если известно'
({'|'о мс)кду г!|оь'{сн1'ам!! вс1ре({ скорсго !!0сзда с крьерским и ск0рого
!|осзда с |]асса)кирским прох0дит|{е мснсе часа.
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106. в 7 з уца из г1ункт'а А в ттункт 6 гто течениго реки отправля}от-

ся катери байдарка. Байдарка прибь:вает в {!ункт Б в \7 ч этого же дня.
(атер хсе, дойдя до цункта 6, мгновенно повернул обратно и [!а своем
г|уги }1з Б в А всцети:: баг!дарку не ||оздг!ее 15 в, а прибьш: в пункт 2 не

ранее 23 ч то]ю же дня. Ёай:дите время шрибь]т!{я катера в пу{кт Б, осли
известно' что собственная скорость (т'.е. скорос'ть в стоячсй воде) кате-

ра в два раза бо.г:ьш:е собственной скорости байдарки.
107. в 9 н уща из г|ункта ] вьлез:кает велосипедист' которьлй едет

до т|ункта 3. ({ерез ,1ва часа |1осле вь|езда велоси!|едт7с'|'а из А в Б вьт-

е3)кае1'ав':'омобг:.:;ист, которь;й ]{о|-оняет ве,]1осит1едиста нс :;с:зже ]2 ч

:дня. [!родо;1х{ая /{ви)кение, автомобилис'г глри6ьлвает в пу}{кт 3, пцгно_

венно поворачивает и едет т.:з Ё в А. Аа э'1'ом пути автомобилист
встрсчас'1' велоси1|с]|ис'га и |'|отом ггрг:бь:вает в |!у|{кт А в |7 ч то|'о )ке

дня (т'е. дня вь]сз]{а ве.]1ос|4|!едиста)' ['!айдца'ге время шрибьггия велоси-
11едиста в ||у1{кт Б, ес;ти известно, что ме)кду двумя вс'|ре({ами ве.]10-

си|!сдис1а и автомоби.гтиста про|{{.]то нс более 3 ч.

108. }тром и3 п),}!к'га 7 в пункт 3 от'ттравлястся |1о 1'ечени!о реки
моторная ]!одка. Фдновременно из Ё в ! вьтходи'|' катер, собствег:ная
скорость которого (т.с. скорость в стоячей водс) ь \,4 раза бо.гпьлгге

собс':'вслт*лой ск0рос'1'}1 мо'|'орно}"| лодки. [4звес'гно, что .,|одка }1 ка1'ер

встреча}отся в 12 ч .цня' !!от'ом ;:одка прибь1вае1' в |1ункт 6 не позх<е

15 ч дггя' а катер г:рибьпвает в г!ункт'7 г*е рагтьтше 15 ч дгпя. Ёай/1итс
врсь1я от|1рав];е}{!тя додки ||з ((унк'га,,1 в пункт 3, соли извест|{о' ч'го |{а

путь из 3 в 7:лодка затрач|.1вает :де бо;лее 9 н, а катер на пугь из А в Б
за'фачивает гле мснее 4,5 н.

!09. [{айдите все з{1ачсния

уравнение и1\,1ее'! два ре1цения
1) |3х- а+4|+|5х+за|=з

!1арамета' 1[р!1 ка)кдом из которь1х

$ 2. (валратное уравне|{ие и квадратичная функция

2.1. Рсш:епдие урав}|е[!ий и неравенств
с парамстрами по опредсленик)

1. Регпите шавг!ение 11ри всех допустимь!х значениях параме'|ра
(гтараштетров)

|) (*_5)х'+ зьт*(к _5)=0 2) ах1-(а+1).т +с;'+а=0

3) 2х1 -(а-1)х*а*1=0 \ (а+1)'' _х+(:-а)=о

\ ||э.х- 5!_ 1! = х + а

251



1)*'*2ах+а(а+1)=6 2) 4х, _15х+ 4аз =0 3) *, _4х+а=0
4) ||оезд бьллл задер>кан на станции на 1 минуг. {{тобь: наверстать

опоздание, ма\,1иу!ист уве'!ичил скорость на а км|час и на следующем
перегоне длиной 6 км наверст'ш потерянное время' € какой скоро-
стью поезд [шел после вь!езда со станции?

2.2. !пскрпминант квадратного трехчлена
3. Ёайдите все значе}{ия параметра, г]ри каждом из которь{х )рав-нение имеет два рш}личнь{х корня.

9, Ёайдите все значсния парамещов Р и 4, при которь|х чис.:д;ц .] ::

-5 являются корнями уравнения х' + рх + ц =0 .

10. }1айдите все значения |1араметров а и Б, при которь1х шав[(с-
н"е (,'+2Б)х' +(ь' +2а+|)х+1=0 }!меет корни' причем хо'гя бь:

одиниз нихравен 1.

11. Ёайдите все 3начения !1араметров а ш Б' при которь!х уравне-

""" (,' + 2а)х' -(,' *2ь)х+2 =0 имее'г корни, цричем хотя бьл один

из них равен *1.

Беощицате.,]ьность дискриминанта является услов}1ем равносиль-
нь]м с)дцествованию корней. [1оэтому в ряде задач' в которь!х даг!о
существование корней или в которь1х корни находятся' надо сдез1ать
вь|вод, что 1.1 дискрими!{а1{т должен бьлт'ь неотрицателе!|.

12. Решдитс урав}1енис 5х' -2ху +2у' -2х-2у + 1= 0.

13. Решите шавг1е!{ие .{' + -*' _3ах' -2ах + 2а2 :0, а > 0

14. Ретшите урав!{ение *' _ 2'|_2*' - х + 2 - !1 =0 .

15. Ретшите систему равнений

|:о"' + 5у2 _2х.т- 38х _ 6у + 4\ - 0.
1^
[3'' - 2у' + 5ху - \7 х -6;' + 20 = 0

16. !{айдрпе на!{ме1]ьш]ее из значений 'т, дпя которь!х ср{сству}от чис-

лауи2'удовлетворя}ош{иешавнению -т' +2|,2 + '' + ху _ хэ * 
у,а =1.

17. 1{айдите все зт|аче|{11я параме'гра а, для каждого из которь]х

}равнение х2 + 3ху + 3с;у' -(? -,]-,, * +., * 5 = 0" \2 )'
1) имест хотя бь; одно реш]сние при ), = 2 ;

2) имеет хотя бьт одно реп{ение (х,у).
18. ||ри каких значсн|{ях г|ара]\{е'ща 4 суцес1'вует еди1!с'1'всгтн11я па_

ра (х; у) , удовлетворяюш1ая шавнсник) ах' + (за + э) х' + 4с:ху - 2ах -у

+(4-6о)у+2=0?
19. [{айдите наибольтлсе значег1}1е 7' для которого су1цествую'г чис_

лахиу,удовлетворя}ощиеуравне|{!тю 2х2 +-21,2 +:'+ ху*ха+ уэ =|.
20, Аайдите наибольгшсе значение вь!рат{ения ("-у)' +(. - ш)' ,

ес'|и числа х1у,2,[! удовлетворяк)т уравнениго (х-1)'* (х_ +)' +

+ (э -3\' +(т.с - э.)' =1 .

7) (а -1)х' + 2(а +з)х +2а =0 8) ах2 -2(, -2)х+2а-1=0
4. [{айдите все значения парамеща' при ка)кдом из ко'горь|х }?ав-нени}о удовлетворяет единственное значение переменной.
1) ах2 -(2а+6)х+3а+3=0 2) (,_т).'; + (а++)х+а+.7 =0
3) ,х'+(+а+2)х+3а*]=о 4) (а-5)', - 2(а-1)х+3=02'

.5) с:-г'' ,. !

7).''-2(а-1)х+2а+1=0
2. Решлитс уравнения

|) 
" 

_2(а+1)х+4а=0

3) 4х2 - 2х+тп=0

5) 2пх2 -2х*3тп*2=0

5) ,'_ 2(а-|)х+2а+|=0

1) х'- 2(а+|)х+4а=0
3) 4х'-2х+п=0
5) 2пх2 -2х_3п-2=0
7) (а - 1) х'? + 2(а + з) х * 2а = 0

6) (, -1)х' + 2(а + 1)х + а -2 = 0

8) х2+2х-8_о(х_4)=о.

2) 4х2 *(*_2)х+гп-3=0
4) 2х2 -2(2тп+1)-т+ тп(п-т)=о
6) (2тп+ 3).:с2 + (тп +1)л + 4 = 0

6) х2 +па(тп+1)л+36=0

2) 4х'*('-2)х+пэ-3=0
4) 2х' - 2(2па+ 1).т + гп(тп _1) = о

6) (2гп+ 3)х2 + (тп + 1)х + 4 - 0
8) а" -2(,-2)х+2а_1=0

5. [{айдите все значония парамеща, при каждом из которь]х урав-нение регпений не имеет.

б. Ретците )равнение 2тпх, _2х-3п*2=0' если известно' что
од!!н из его корнсй равен 0.

7 ' Аайдите все значения []арамеща' при каждом из которь!х один
из корней уравнения '' - (' + 3)"т + с, = 0 равен 3.

8. Ёайдите 3начения парамещов р у1 ц корнями равнения
х'+ р**ч=0 являются числари ц.
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2.3. €оотно|шение меж]!у кор|{ями !(вадрат!{ого тр€хчлена.
'|еорема 8иета

21. \|а{цдите значсг1',я параметра а| |1р'1 каждом из которь|х оди}!
т:з кс:рнсй уравнен]|я 5х' - ах + 12 = 0 на 1,4 бо'т:ьшлс другого.

22. ||айди'гс всс значен}{я 1]арамс'!'ра а. }три ка)кд0м из которь1х
сумма корней квадра'гного }рав|!е1{ия "' - 2,(х* 1)- | = 0 равна срт-
ме квадрат'ов его корней.

23. Ёа!|дртте наибольгшее значе|][!е !.арап'етра а1при котором один
птз корне!{ юав|]с|{ия 4-т2 - 15х +'4а1 .=() бьтл бь: квадратом дргого.

24. 11айд'тте все значения пара\{еща (/' |ф1{ кахцом из которь!х раз_
ность корней }рав}|ени'{ 2х' - ('а+ 1),г + а - 1 =0 равна их произведению.

25, 11а{лдите всс зна1{сния пара]\{с'!ра (.!| |,р|{ ка}кдо|\[ из которь]х
произве](ен!тс корне|! шав[1ен!{я х' -?" + а' - 5а+6 =0 равно нулю.

26. |7аЁтдтлте значения парамстра, !|р}| каждом из которь|х отнош-{е-
ттие корней равнсн|тя -(' +,, + а +2=0 равно 2.

21 . |1айдитс всс з}!а{!е}{|]я параг!1е1ра' г!ри ка)!цом из которь|х сум-
ма квадратов коряей уравне1{|.1я .'' * 

'.{ 
у а _|= 0 равцта ]7.

28' Ё[айдите все з1{ачсния 11арамстра, при ка)кдом из которь|х ср|-
ма кор|{е}"| уравнения ..' + (: _ (! _ с11)* - ,. = 0 равна ну;т1о.

29. Ёайдт'тте всс значсн]{я параметра' при каждом и3 которь[х суи-
ма квадратов корней }равнен}{я .у' + а"+ а -2= 0 будет наименьтшей.

30. [{аиболть{шее значе}|ис г1араметра (]> ||ри которог\,{ уравнение
(эа *т)'х'' -(э" - 2)х +3а -2 =0 имеет равнь!е корни, пр,{над.'1е)к!{т

интерва]у:
;; (т;з) :) (0;;) з)(*:;;) 4: (л:2).

3|. 3начен;цс парамета .'' пр[{ котором один из корней шавнения
х' - (э, + 1).т + а' + 2 = 0 в;1воо бо;ль:пе другого пр!.|наш]ежи.1. интервш1у

т;(:;:) 2)(0;1) з)(з;э) Ф\2;3)
32. Аа{т'ги сумд/[у згтачений параметра а' ||ри которь1х сумма квад-

ратов корней равнения х' - ,." + а -1 =0 равна 17.
\)2 2) -2 3)5 4)_3.
33. 3начение парамстра а' пр|{ ко'гороп,1 сумма квадрат()в кор:тей

уравнения х' + ах + а -2=0 принадлежитинтерв€шту
;) (:;з) :1 (о;;) з)(-:;:) +) (;;:).

254

34" йодуль разности значений паран1е'гра а' 11ри которь[х (у|'{!()|!!('

:ттте корней )Фавнен}1я *' + рх__ !6 - 0 рав|{о * 4, рпвс'гт

1)0 2)13 з)12 4)6.
35. Ё1ай:дит'е значения параметра !п, пр:'| каждом из которь|х ('1[!|[

т:з корнс[-т шавнен1{я я-т'-18(лз*1)"*8уаэ+24_-6 бь:л в два |)аза

бо_ггьгце дру'ого.
36. Ёайдитс значсния 11араметра п, \|ри каждом из которь!х }цвоен-( , |3 13) :!|ос произвсдсние кор}!ей равнения | ;п' ."-лп +__ !х_ +3;и.т+ 2 =0( з 9)

равно квадРат одного из его корне1!.

37. Ёайдитс значения параметра п', {1р11 ка}кдо.!!1 и3 которь|х раз-
г|ость корнсй равттения 5х' - 2(5тп + 3)х + 5уз.л1 -+'6г;з -р 1 = [) г{с |]а8!{с!{т

от значсния параме'гра ,и .

38. [!айдите значс}{ия парамстра п1' \1р'1 к3хцом из ко1'орь|х ра3-

г|ость квадратов коргхсй уравнения 3х' - уп'т +'2 = 0 бул*т р"."а -!- .

9

39. !'1айт'и всс ']{!аче1]ия парамстра а' лр|1 к0'горь{х с{{стсь{а }}сра-

(,*' -2(с: + \).т +с: :-5 { 0.
ве}(с'гв { имеет еди}]с'гвсг!]{ое рсц|сг{}{с.

[(,-: +:) \' 2(" + 2)л + <у ^ 22 8

40. !{айди гс все з}|а}чсн|1я параметра, г1ри кажд0м из кот{)рь|х

уравне}1}1е имс]ст р()в}{о два разли!{}1ь!х кор!{я

2.4. (охра*генис |}!{ака зкачетврп#т !{вадра1 *!8}'Ф '} рсх8!.'!с!!а

[1редст'авишс крит'ерии 'гог0. что к;за;1ра_гг;ьтй тр1-.{(].]1(],{ (|о[![1}11\,!("г

значс}11{я 0дно!'.! 11!;;|к|} !'а тзсей ,тт!*;!0во[| т:ряг'ао}!.

: ; [ '- |'| ,'']' - .т 
2 .-{л.г ь ]5

\т )
(л г3!-т! '''

_{) {.-_-'' _с' | --.т' - 3.т +25
[ 2. )

-, [ .ъ !.т! ]!) 1 --.': |', | - т' г(|.т ; 25
[г )
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3 (/'(')<0 т:л)

41, Аайдите все з}{ачения ]1ара\,|отра .', 11ри ка)кдом !{з которь|х

квадратньтй трехчле|{ ("' -т)"' +2(а- \)х+2 положи'1'с.,{ен для лю-

бого х.

42. \1ри как|тх з|{аче1!|.|ях г|араме1ра 1|сра}]снств0

справедливо 11ри всех значсг;иях -т?

43. |!ри каких з||ачсн11ях г1арамс'гра квадрат1(ь1и трсхч'|е||

-1, = (с' + 6а _.)'' * 2(а _|)х - ! пргтнптпт!1с'г (угр1]|-!ате]|ь[{ь1с зна1{сн!1я

при всех з!{ачс}{иях переменной _т?

44. Аайдууге всс значения параш1с1ра а ' пр|4 которь{х неравеъ{ство

с'" +(, * 1)х-+ ст -3 < 0 всрно {1ри вссх:]г!аче!{иях ттсреп:егтной х.

45. [[р:т как}1х 3}|ачсниях ||арамстра ., }|еравснс'гво

ах' + х +2
- 1 1 -1-'-1--"- < 3 верно {|ри вссх значс!{!|ях ггсреглсттг:ой х?

х-+1
46. |1рп каких з||ачс1{|{ях |1араметра ,и квадрат1{ь|х щех!!.лен

1, - (6гп - 5 ) "' - 
5 (лп - 1\ х + 2тл - 6 ссть полнь1р'1 квадрат?

.т' -А:т+ !

41 . [1рът каких з1{а{{сн!!ях парамо'1ра нсравет!€тв{) _ ,',*'_.-'ь

с|1раведливо г!ри всех значенрпях .х?

48. |{ри как}-|х значс{{}1ях парамета квадратнь[}"{ трехчлсн

у = (,' + 6а - 
')*' 

_ 2(а _ |)х- 1 прттш:тптаст отри|1а'1'с.]]ьнь|е значе}]}|я

при вссх значсниях перемсгтной,т?
49. [\айдите всс з1{ачсния параметра (1' {!р[1 которь|х квадратт{ь1р"|

трсхчле|{ .у =(''' - 1)'' + 2(с' !)х + 2 глоло>крттсле}! /{ля любог'о х'

50. 1{айд:.тте ср{му вссх 1{ель1х згтачегд:'-:й пара|у|етра а> лри ко'горь]х

2-ах-х'
нсравснство -< 

3 вергпо !|ри всех з1'!ачс!!|!ях псрсмсннои х.' |_х+.т
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51. [{айдитс все значения параметра 6.' при каждом из которьтх нс-

, - .', *\о
раве1{с'!'во ._---'- < 0 тождествснг{о верное.' 2а+х'-1х

52. []айдит'е все значения парамстра а, пр.7 ка)кдом из которь!х не-
2а-х+|

равенство -: < 1 тох<дественно всрное.
а+-х +1

53. Ёай:дите все значе}1ия парамеща а, ||ри каждом из которь|х г{е-

2х2 +8х+15
равс!!ство . - 

- 
> ! верно при вссх значениях псремснной х.

а+х- +2х+|5
54. Р[айдите [{аимснь1шее целос значе}{ие парамеца |п> при кото-

ро},1 квадратньтй трехнлен у =(-2тп - 2)"' + (-. -\)х +2 поло}ките-

.,]е1| при всех з}{а!|е}{иях переме]:ттой л.

55. }{айдите нартбо.лдьгшее целос з}|ачснис параме'[ра п1, !1ри ко'г0-

ром 1(ва,{ратнь:й трсхнлсн .у =(-?.тло _ 2)*' +( -2лп+- !)т_- 1 отрит1а'гс:

лен при всех значениях переменной х.
56. 11айдите все з|{ачения парамеща а, при которьтх неравенство

,'т' +(,- 1)х+ а -3 <0 верно при всех значе[{иях переменной -т.

57. ||ри каких значсн!.!ях параметра с !!еравенст'во

' ,*'+х г2
| < _' 

' - < 3 всртло 1|ри вссх з1{ачсниях ттеремсг:ной?
т'-г|

58. [{ри каких значе|{иях параметра а суцествуе1'
!!ара (..,.:') . }';1овлетво!як)ш{ая

а-т' + (3а + 2) х' + 4саху - 2ах + 1+ - в,) х + 2 = 0 ?

59. 9каэкитс з|{аки параметров а,Б,с,Р квадратного трсхчлена

; (-') = сах' + 0х + с' . Р -- дискриминант этого техчлена.

9с.::овие

+.(т(')<0 9х)

сдинственная

уравнени}о
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2.5. Располо}ке!!ие корней квадратного трехчлена
относительно |!ачала координат

60. Ё{айдите все значе!{ия параметра, при каждом из которьтх оба
корня равнения положительнь!.

|) "' 
_2(а+\)х+4а=0 2) 4х' +(тп*2)х+уп-3=0

7) (, - \) х' + 2(а+ 3)х + 2а = 0 8) ах' - 2(, _ 2) х + 2а* 1 = 0

61. [\ай:лите все значе11ия параметра' при ка)кдом из которь:х оба
корня шав!тения отрицательнь{.

1) ах? -(2а+6)х+3а+3=0 2) (а-1)х'+(а+4)х+а+7 =0

3) стх' +(+а+2)х+3а -|=о ц (а-5)'' _ 2(а-1)х+3=0

5) х'-2(а-.1)х+2а+\=0 6) х2 +по(пэ+1).т+36=0

62. Ё{айдите все значен}1я парамеща' 1]ри каждом из которь{х кор-
ни квадратного уравнения противополох(нь{ по знаку.

3) 4х2 _2х+па=|

5) 2тпх2 -2х-3тп*2_0

1) ''-2(а+|)х+4а=0
3) 4х' -2х +по=0

5) 2гттх2 *2х_-3па-2=0

4) 2х2 -2(2тп+1).т+ тп{тп*т)=о

6) (2тп+ 3)х' + (тп +1)х + 4 = 0

2) 4х2 +(^_2)х+гп-3=0
4) 2х1 *2(2тп+1)х+ тп(тп-т)=о

6) (2тп+3).т'? +(тп+ 1)х+4 = 0

7) (,-\)х1 +2(а+3).т+2а=0 8) ах2 _2(,-2)х+2а-1=0
63. 1) 1{атр:}льное наимень1цее значение парамеща Р, пРи котором

корни уравнсния зх'-+(р+3)х+ 4= р2 лротивоположнь1 по знаку'

г]ринадле)к!!т мно)кеству: 1) (0;1] а1(т;э.] з) (:;з] с)(з;+] з) (+;:].
2) Ёаибольтшее целое значен].1е парамеща а,при котором равнение

х'-2(а-1)х+ 2а+|=0 имеет кор}1и противоположнь|х знаков' при-

надлежит мно)кеству: т) (о;;] :)(-т;о] з) (-э;_:] +1(з;+] :) (+;э]

3) Раибольгшее целое чиспо' при которь|х уравнение
(а _ 2)х' - 2ах + 2а -3 :0 имеет два положительнь!х корня' принад-

ле)кит множеству: :) (о;т] ц(5;6] з) (:; з] 4)(з;4] э) (+;з]

4) Ё{ат:меньгпее целое число' при котором уравнение
х' *2(, -1)л+ 2а+\=0 имеет положительнь|е корни' принадле}{{ит

множеству: ;; (о;:] :;(э;о] з) (:; з] 4)(з;4] з) (+;э]
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2.6. Распо.т:о)кение корней квадратного трехчлсна
относп'ге.]1ьно произвольно вьлбран*лой точки1 числовой оси

64. Аайдите все значе|:ия парамс'ча а, при ка)кдом из которь]х

корни уравнения (:+ а)х' -3шт+4а=0 больхпе 1.

65. Ёайдите все значсния парамеца а1 при ка>кдоп{ из которь1х

равненис 2х' - 2(2а + 1)х + а(с + 1) = о имсет два кор|{я' причем

один из н!|х мень1пе а, а дру;-ой больгце а.

б6. Ёайти все значения параметра а' \\ри котором корни }равне-
11ия х' + х + а = 0 бо.тгьгпе а.

67, |!айдите все значения пара\{етра. при ка)кдом из которьтх оба

корняуравнения *'*2(, -1)х+ а(а_ 2)=0 бо.цьгпе 1.

68. Ёайдитс все значен}.1я парамотра' при каждом из которьтх оба

корня шавнсния х' *э(,-1)х+ а(о *2)= 0 меньтше 1.

69. Ёа*]дите все значения пара\1еща' !|ри ка)цом ,|з ко1орь1х один из

корнсй шавнен!б{ х' +(2, + 6)х + 4а +12 = 0 пценьште *1, а дрцой '-
бо.гтьгше 1'

70. Ёайдите все з}(:(чсния парап.1етра, при ка)кдоп{ из которьтх оба

корня уравнеттия (1 + а) х' * 3стх + 4ст = 0 мсньште 1.

2.7 ' Раслоложение корглей квадратно!-о трехчлена
относитель1!о интерва;та (р ; ч)

7\. |1айдите все значен!1я параметра' при каждом из которьтх

уравнение (тп*2)х'1 -2(тп +3)х + 4тп =0 имеет один корень' мень-

:лий2, а второй -- бо.гдьтший 3.

72. 11айдите все значения параметра, 11ри каждом из которь|х

уравнение 4х2 -2х*гп=0 и\{ее'г /(ва корня, {1ринадлех{ац{ие интер*

валу (*; ; т).

73. Аайдите наимень11-1ее целос зна.]ение ||араметра' при ко'гором

один из корней уравне1{и'| !сх2 + *х - 2 = 0 по абсо.тт;отной величине
булет боль:ше 1, а дррой _- меньтше 1.

74. Аа]\дите сумму цельгх значений парамеща а' ||ри которь!х кор-

ни )фавнени'1 х' - 2ах + ,' -|: 0 заклто.ле}1ь! ме)кду числами2 и 4'
75. Аайдите все значения парамеща а' лр:,4 котором г{ераве[{ство

ах' +1> 4х -3а вь:полняется при всех х: -1 <'т < 0.
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76. |1айти все значе}тия парамеща а, г|ри ка)кдом из ко'1'орь!х из

неравенства ах' - х+\- а<0 следует неравенство 0<'т <1'

77. Аайдите все значения параметРа Р, при которь!х )равненис

{" - р)' ('? - р)' - р_') = -' имеет больтпе попо}(ительньтх корней'

чем ощицательньгх.
78. [1ри каких з1{ачени'1х парамеща

/2\1 2

(т+с)! _.. ! _ з,_! . *4а=0 имеетрешение?
' '[\+.т') !+-т'

тсма равнений имеет два ре1цения.

1) ["' 
+ у' =2(\+ а)' 

2)

[(". !\'=\4

4 }равнение

?
,[
Ё

!:
,1.

79.Аайдите все значения параметра' при каждом из которь]х кор-

нишавнени " 
*' -2ах+ а' -2 =0 принадлех{ат ощезку [а ; :]

80. Ёайдите всс 3начения параметра, при ка}кдом из которь1х кор-

ни равнени я х' *2ах + а2 - а =0 принадле}(ат ощезку [-: ; ь]

81. Ёайдите все значсния параметра' при каждош1 из которь1х

один из корной уравнения (а_ 2)х'*2(а+3)х+4а=0 меньгшс 2' а

второй - больтце 3.

82.|1айдите все значения парамеща' при ка)кдом из которь1х один

из корней )фавнс{-(ия "' 
_(2''+ 1)"т+ *' +'п-2=0 г1ринадле}кит ин-

терва.]1у (о ; :), а второй принадле)кит интервалу (з ;э) '

83. Ёайдитс все з}|ачег!ия г!арамеща а, при каждом из которь1х

уравнение имсст ров1{о два различнь]х корня' причем оба они мень1|]е

нуля.
о,

1) *х' -'.( + 2' 42х' -7 х + 8 = 4|1з, 
*22)х' -(6а +91)х +3а + 32 +

2.8. Репце:лие систем уравнений

84. Байдите все значения парамеща, при ка)кдо|и из которь|х сис-

(х'+ у'=2,'
{"'!ху=-*а1.', 2

_4х+6+
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,, {(] 
+а_2)' + у' =1'

(у' =э.*
85. Ёайдите все значения парамеща' при каждом из которь{х сис-

тема уравнений имеет единственное ре1шение.

1) {"' 
* у' =|'

[.т+.у=6

3) {'' *ау=|

|3х + 2.т =3

-' (*' * у' =7,)){
[('_ ";' + у' = 4

|{"'*у'=,',
|3х + 4у =|2

8б. Ёайдите все значения {1арамета' при каждом из которь|х сис_
тема рав}!ений имеет ре11]ение.

,'|'=.т'_2х+а. ^, [у,=21_.\'+а,!)1 2\1"
[.т"_2л*у'=0 |;,'=х(э._х)
(2

,.' .]-и 
= п _л 

'' 
['' _ х' +(а _э)у -(, +2)х_2а =0

87. Ёайдите все значения {!арамеща, при каждом из которь!х сис-

[!,' -:!||_-| = а_
'гема уравнений ] |х' + 1| имсет единственное ре1|]ение.

!

|"'+у'=6
88. Ёайдите все значени'{ парамеФ8 а, при ка)кдом из которьп(

'^о-''а,'',]! \е -т)" +(ь' +:)'' = 2, .---^-'система уравнении 1\ ' -' / имеет хотя одно ре!пение
|а + Бху + х'у =|

при любом значении парамеща 6.

89. Ёайдите все значени'! парамеща' при каждом из которь1х сис-
тема уравне:лий имеет единственное ре1шение.

||'' + э, + +| -9х' - 5х + 4+ 10х|;г| = 0,
|) {! !

|*' - э.(,_ 1)х + а\а -2) = 0

||*' + э, + а| - эх' + 5х + 4 * 10;г|;г| = о,
2) {! !

|*' - э.(, + 1)х + а(а +2\ =9

90. Ёайдите всс з}|ачения ||араметра' при каждом из которь|х сис_

тема уравнений имеет ровно 2 регшения.

||" -т *+ 6| +х' + 5х+ 6_ 12|х| = о,
1) 1! !

|х' - 2(а _ 2) х + а(а _ а) = 1

^' [!*' _7х+6| +*'-5х+6-|2|х|=0,
2) {| !' 

['' - 2(а+2)х+а(а+4)=0

91. Ёайдите все цедь!е значения [1арамеща' {1ри ка}кдом из кото-

рь|х система равнений имеет ре1|]ение. Ёайдите это ре1|]ение.

['" + 24у(х + у) + 2@п - 2) х + +(зп _ 2) у -3 = 0,
|) ]' 

[*('' +.и')+ (+п+2)у+2п2 =8ху+(4п+2)х+2,5

[*(х + 2у _ ц) + 4тп' =8+ 4у _ 
у2 '

|х' 
_эх + 2 = 4х(у_'_ |) + э.(-' + ')

|+*1*- у-п-|)+ у(у+2п*2\+2п2 =0,

1'('' - у-4)+|2п2 = х2 _4х+12п+8

.> {$ 
_ 2тп +|)' + у' = 7'' ,

(у'=2"

(: 2

э: )* _! =тп

|х + 2.т =|
(э 2

4)], | =а,

\х - у = а

[*' + у' :|"
6){' 

[('_з)'+(.и - 4)' =,'
(э

в) ]/^=х 
_2х+а'

|х" _2х * у' =0

4) {' -= 
х2 +2х 

.+ 
2' 

5)
[.т' + 2х + у' _2ау + а2 =0

(х_а=2т'.

''1'' --';;*+8у2 +12=0 7)

[х' +2у =4у,

|'' * у' + а' :4х +2ау

|х*"'+2=0,
1 . 2 х-
[..'-''' 

_ах_ау-+*|=0

8)
|"'-6*+(у_а\2 :16| ." '9){ -т

[--+ 1:0
[ т/ху

э |*|.'
- х- + (ъ\ + ау _ ------:-+ 1 = 0

2)

5)
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(у=2х_*'-

'''{;' _| +(а_1)'_ (а+\)у*а=0
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.' [..' - а(э' _ 2 _ 2тп - ^') =у(в _ :-т- 1,)'4)1 \

{.*' - ::' + 40 + у(у _ 2х+ 12) = 4тп(по + |)

92. \1айдите все значения парамеФа' при ка)кдом из которь!х сис-
тема уравнений имеет четь!ре раз"цич!{ь|х ре{ше}{ия.

,' [(' -2уп ь|)' +"1,2 - ''|', ., |1..* * +2)' + !' =|'1)1'- ' ' '2)1' '

(!' --2* (у' =2^*
93. Ёайди'ге все значен}|я парамсща' |!ри ка)кд0]!1 из которь]х сис-

з.дп;а тпо_;;о''''й !'(э"' - у'-:)-='' + у'_5,тема уравнснии 1 ; ' имеет !{е ме!1се щех
[у'+2.т=0

различ}{ь1х ре;шег:ий.
94. Реш-тит'е системг' равнений

99. ЁаФит'с все значения |тарамсца а, 11ри ка)|(]]0м }!'} |(()!(}|}!.!\

уравнен|.!я х' + ,х+! =0 
^ 

*' 1- х+ а =0 имсцот хотя бь: 0;1гп:п сг[п:п1п:гг

корень.
100. Ёйдите все зна({сния !1ар€|ме1ра а, \1ри ка}(дом из которь|х |((ц)! !}!

-!8^^16равнсний х' +_ -2с; =0 д: х' -.т ].т_а=0 перемс)каются, т'с. мс)]91уаа
:1вумя кор|.1ями од}{ого }равнения .,|е)ки'1'ров1{о 0ди}! коре}{ь другого.

10[. !{ай:ги'гс всс з}!ачен[1я параш{еща, г[ри ка)кдо\1 |{з которь!х

, ,} 1-2а =0 и х1 +|2* -а =0 не {!среме)ка!отся'корниуравцениих " ц а
'г.с. оба эт}1 }равнс}|ия имеют ||о два кор!1я' и мс)кду кор!{ями одного
из урав|{сн|4й нст ни одного кор|-!я другого.

101а. Ёай;дите все з!1ачен!{я параме1ра ,у, при ка)к]{ом из которь]х
_2корни урав*лсний х''г 4х+4.г=0 и "т'+3х+6,у=0 нс |!срсмежа!о1'ся'

т.е' каждое урав}{ение имеет два корня' }|о ме}(ду кор}!ями одного

}равг|ения нет кор!{е!"| другого уравне!{ия.
|02. Ёат";дитс все значен}.[я |тарамеща 5' |1ри ка){(дом из к0'|'орь!х

кор!{и уравнений х' +3х+2д =0 и .т' +6х+5д=0 различнь[ и !|сре-

!\.|сжа1ю1'ся, 1'.с. ме)кду корнями ка)кд0го из уравнений распло.;гох<сн

ров|-!о один корснь /|'ру{'ого )ра!]нения.

2.10. Р!ет'од и!|тервалов ре||[ения неравснств

Бсякос ана:!итическое вь!ра)ксние) завися1цес о1' переменной, мо_

)ксг мсня'гь зг|ак в точках' в которь1х оно обраш{ается в Ё!о.]!ь' и.]1и'гоч-

ках. в которь;х ярафик этого вь1ражения тер!1ит разрь1в'
9казаннь:е тонки разбивают об.;:асть о{1ределения вь{ра)|(ения на

[.11{'|'срва!ь], !]о всех точках ка)к.|1ого из которь!х значен!1я вь1ра)кения

сохраняк)т свой згдак.

! 03. Ре:ши'гс нсравенства.

(: 2 2

|) ]" 
* ! =а

|*у=ь

[х+у=,,2)1, 1 ., 3)
|х'+у'=6''
(, 1'!-+-=1.

-. |а ь5){ 6)|а ь
!-+-=4["т )'

[*+1'=,,
!

3) ]-т'*,'' =''
!_

[х' +;'' = 6'

!х+у=а.
)

[х' +.и' = 6'

(х _ т,= а-
4){'|*у=ь

{* + 1'= ,,
7){'11 4{

[-т +у =4

|**у=,,{-
['*'-)', =1"

95. Регшитс }тавнения' све]1я их к симме1ричсским с}1стемам

1) (х+ а+Б)5 ="'+а'+ь' 2) 1|*| =('-6)'

2.9' Бзаип:шое располо)!(сл:г:е корнсй
двух квадра'г[|ь|х трсх!!лонов

96, \|айдите все значен,-{я !1араме1ра а, при ка)кдо1\,| из ко1'0рь|х

уравне!]ия х'+ах+8=0 
^ 

,'+х+а=0 имею.гобщий корень.
97. \1а{цдите все з1{аче[|ия параме.ца, |[ру\ ка)кдом из которь]х

}равне|{ия (т-э.гп)х'-6тпх-| =0 и ,п" _ х+1=0 имеютобщр:йт ко-

рень. Бь;нислите этот' корень'
98. 1]айите все значе}{и'1 парамеща а,{{р\4 ка)1щом и3 которь|х )рав-

нсллия (1 -2а)х2 *6цх_1=0 \1 ах' -.т+1=0 имею:.обштийкорснь.
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я
[)х'+].т-2а<0

а
,!')

3) (х+!)"'-_ "-

аа
5) ах2 +т+-1>0

111
/) -1-;'-х х+а 2

2| х2 +9*- ,'0
а

4) х'+2х+су>0

_1
б) с.т>_

х

в\ц- 1 
'1х х_|
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9) ах'-2ах_|<0 10),2,*,1 'х+2' (а_3)х х

104. [1айдите все значения параметра' при ка)1(дом из которь1х не-

равенство верно д'|я любого поло)кительного значения '.
1 ) (с' + (т - ^|т) 

; - (з * .{1)' + з.11) "' 
+ 2(а' _ 2) х + , * 11 ' 0

:; ("' + (; _ 
"|1) ,' - (+ * .!1)' + +^|1\ *' + 2(а' _ 3) х + , * ..6' о

з; (" (т-"|1); -(л- з)"+з.|1)" +2(а'-2)х+.+!1'0

ц (' +(т_$); *(в*.'[),+в€),' +2(а' -т)х+,+'|1 ,0
105. Ретшите задачу
1) Ёайдите множество значений парамеща а, при каждом из кото-

рь|х во множестве ретпений неравенства х(х_2а _ *).+ - ,' _8.

нельзя расположить два ощезка длинь! 1,5 каждь:й' которь1е не имек)т

обшдих точек.
2) Аайдите все значения парамеща а' т[руг каждом из которь|х

мно}(ество регшений неравенства 
16_(а+3)х .ч(?-')-' содер-

х х \х )
жит число 5, а так:ке содер}кит два непересека!о|цихся ощезка' каж-

дь:й из которь1х длиньт 5.

3) Ёайдите множество значений параметра а'||ри каждом из кото-

рь|х ре|шений неравенства 1* 9-\(т-а+2*{] .',"р)кится в не-
х х\ х х')

котором отрезке длинь| 7, п при этом содержит какой-нибуль ощезок
длинът 4.

4) Аайдите множество значений парамеща а, ||ри ка}!(дом из кото-

рь1х множество ре1шений неравенЁ.,Б& у2 -25а *:0а<(10 +а)х_ 25
х

содержит какой-нибуАь отрезок длинь| 1, но не содержит никакого

ощезка длинь: 9.

5). Ёафите все значения параметра а, т|ри каждом из которь|х

множество ретшений т{еравенства 3(2а а.з)- х(а-'). 
'(*- 

:') .'-

держит какой-нибуАь отрезок длинь! 5, но не содержит никаких дв)|х

непересека[ощихся отрезков, каждьтй из которь!х дпиной 3.
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6) Ёайдите все значения парамета а' {|ри каждом из которь|х

9_(а+6\х 7гт(1 \
множ(ество реш.пений неравенства --) ,--.;! .-2|_ | содср-х \х ]
жит число 4, а тактсе содер}(ит два непересскающихся отрезка длиглой
4 ка:кдьтй.

1) Аайлите все значения парамеща а, при каждом из которь1х во

множестве регшений неравенства х(х _2а _ 6)+ а' .+_12с мо>кно

располох{ить два ощезка длиной 1 рт длиной 4, которь:е не иметот об-
ш{их точск.

106. Регпите неравенство при всех неощицательнь[х значсь|иях

парамеща.

\) а3 х' + 6а' х' * х + 9а+ 3 ) 0 2) 4аз х' + 4а' х2 + 32х +с + 8 > 0

3) 76азхц +8а2х' +16,т+ а+4>0 4) азх2 +2а'х'_8х+а+4>0
107. Ёайдите все значения парамета,лри ка}кдом из которь!х сис_

тема имеет ре1!|ение.

,) {' 
*(л+з)'<а' 

2)
(! = дах

{*'-,'>1.
3) {

[у = ах' +|
4)

!*'*('_2)'.т'!:\|:ах

{-'-('-,)"\'
[.у=''*1

108. Ёайдите все значения парамеща, при каждом из ко1'ор[,[х

система неравенств имеет единственное ре!пение.

|) {-: 
* 2х+а10,

|х'-4х-6а<0

[х'+4х+3<а.
2){' 

[*'- 2х 33_6а
109. }{айдите все значения парамеща, при ка;кдом из ко1'ор|'|х

система имеет рс|шецие' образугош1ее на числовой оси отрезок ](.,|]|||!,|

1.

.' [*'* 6х+7 +а<0' ^- (*'*2х+\<а,
1) { 2) {

["'. 4х+1<4ц [*'- 4х<|-4а
110. Ёайдите все значсния парамеща' при каждом из к()'!'()|)!,!х

система имеет хотя бь: одно ре1шение.

,) {"^ 
- (5-а+2)х+4а2 +2а<0, 

2)
|х'+а'=4

[*' +(э._3а)х+2а2

|с'х = 1

_2ст <0,
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111. Ёайдите все значения парамеща' при ка)кдом из которь!х
система неравенств рештений не имеет.

2. [аньт три )Фавнения
1) "т2 + а\+ас=0;

2)*'-0х+сз =0;

3)'' - Бх' + сэ =0.

1{аждое из }{их !{меет по крайнет"т мере один корень. }}{звестно, .{то

абсолютньте величинь| кор1]е1"| первого равнения большле сдини1{ь|.

]]4звестно также' что ка;кдьтй корснь !]ервого уравнсния является кор-

нем третьс1'о и ||о крайнс|! мере оди}! гтз корней псрвого уравнения
удовдетворяет второмууравнени[о. Ёайти яисла а,Б,с .

3. !аньл три )Фавнения
|)ах1+6х+с=0;

2)сх'1-гБх+а=0,

3)х2 + а'х+с1 =0.

1{ахцое из них имеет по крайпгсй мере оди}] корень. }}{звестно так-

)ке' что ка>кдьтй коре|{ь третьс|'о урав!{е||}|я является корнем псрвого и

по крайттейт мерс один из кор;:ой второго }равнения удовлетворяет
трстьему уравнсг!и1о. !'{:1й'грп .тисзта ст,Б'с'. есл1{ 4':!"1 .

4. Рсш:итс уравнснис ч!' (,,' 2ах; 3.т) = птах (-6' р 4бх - 3х' + !) .

5. Рсш:и'ге урав![енис :':':ах :тп!п': ( 
';' - 2'т!, - Б' -2а.у+'10Ат) = 7'Б .л \ ,,

6. |1айти все 3!{аче{{ия парамстра а ' при которь!х система нсра-

|'"_2(с+1)х;с:з.5(0.венств 1 . имеет сди1{ственное ре|пе!!ие.
[(а.; !)х' -2(а +2)х + а ч 220

7. Ёар":д{ите всс з}]ачения пара]\,[с'гра а, |три ка)кдом из ко1'орь]х

уравненис *' - *' + а' -за = 1 имест'3 раз.гтттннь:х корня.

8. Ёайттт ттаибо;пь:пес зна!!е!{ис {{арамстра Ё' птрт-.т котором систсма[\
|"- *у" +з'-2у<2*-2'
1 имсст х()тя ()ь! одно рс!шсг|ие.
[х+.у+:=к

-0,
-.0,.

=0

г ' 
[, -1"), *{-+.,,

^' ["' 
_(3а +1)х +2а' +2а <0, .. !'" * 

ц 
' э- |" ' ) ) -'3){ : 4)1 \ 4 / ' '

[-т+а'=0 
[-=',-;

1) {(" 
-,)(**2а-3)>0,

\,>4

[ ,'* *',. -,,

' 
1"*-2+а"!5]ах+а>-[+

^' |*' +(а-3)х *?- 
',.,,д)1 а

|,*> а' -2

|(у-.)*-, ',.+т ]х*2(\-а)
[х-82ах

\12. 11айдите всс значения парамеща' при ка}кдом из которьтх
система неравенств имеет ре(цение.

[". 
'2*,_7', 

>|-, . ['''_ 4-ку+2у2 >3,

'' 
{,"' +\'0ху-,'''=**|' 

2) 

{"" 
* 4ху+2у2 =#

|'", *1ху+2', 
'3,*|. 

|'*'_ 8ху_ 8у2 >2'

'' 1."' +х),+у'<, 
а+2' ''1'' -4ху+2х'з!!!

$ 3. Различнь[е 3адачи с параметрами' использук)щие
свойства линейной и квадратичптой функший

1. !аньт три уравнения
1)''-(а+Б)х+8=0;
2)" -ь(ь+:)х+с=0;
3)'' - ь(ь+т)х' +с:0.
]{ахсдое из них имеет по крайней }1ере один корень. }:1звестно, нто

кор1{и псрвого шав|{ения больтше единиць|. 14звестно так)ке' что каж-
дьтй корень первого }равнения является корнем трстьего и по крайней
мере один из корней первого )равнения удовлетворяет второму урав-
!{ени}о. |\айти числа а'0'с , если Б > 3 .
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[**',у 1 ст2:1а''

9. Рсгпитс систеь{у равнспий 
] 

.т + 6и ч'!',1 : +-6з

[х г .у + с'2: !- с''
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13. Ретпите )фавнение в цель|х числах:

|4хц _5у. -зх'у2 +82у2 _|25х1 + 51 = 0

|4. |1айдите все парь! значений параметров а и Б, при которь!х

- ["' - у' + а(х+у)= х - у+ а'
система у0авнении

['''г.и' +Бху-1=0

ти регшений.
15. Ёайти все значе|{ия параме1ра а, при которьтх корни уравне-

ния х' + ,х^ + 1 = 0 имеют ровно четь!ре действительньтх корня' обра-

зующих арифметинескую прогрессиго.

16. Ёайти все значения |1араметра а, лри которь|х )равнен}{е

(2а+4)х' +(:с+10)х+ а+10=0 гтмест ]!ва корня и ме)](ду этими

кор(1ями расположет1 ровно один корень шавнсния.
(с-1)х' -(с-1)х' -(а *1)х' +(тоа +5)х- ст.+12:0'

|7. Решите )равнение '' 
_ 3* = ,' * 4- .

а-

18. Регшите уравне1(ие *' + х' _3ах2 _2ах + 2а2 = 0, с > 0

19. Регпи:'е уравнение *. *2{2*' * х г2 - 11 = $ .

20, |1айти все значения параметра $ ' при которь1х уравнение

('' + *)(."' + 5х + о)= $ имеет щи различнь{х корня.

2

21. Реш:ите уравнение *-2а = а2 +1.
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ч-

|" 
* х * а + а(у + 

') 
+ ,' э + а' = 0,

10. Решитс систе1!1уравнений: 1* 
*, + 2 + ь(у + з)+ 62 а + 6з : 0,

[

[.' + у + з + с(| + 7) + с2 2+с3 =0

|**,у+а'2+а^ =0,

11. Ретпите систему равнений: ]х 
+ ьх + 62 а + 6^ = 0,

[т+су +с'а+с'=0

12.\1айдите все щойки цель!х чисел х,у,7, для которь|х справед-

22.Ретлитеуравнение 
(х _ а)'-+ х(х _ а)+ х' _ту'
(* _ ,)'_ 

"(' - 
а)+ х' 1

23. Решлить уравнсние [_:_)' * [ " ''[х+!./ ['_] )="{'-')'
24. Аайдите действительньте ре{шения )фавнения
( *+.\' ( 

"-,\' 6

( , .) 
*\ , )='

25. Решлите уравноние 
,х' _2а= а2 +|.
х_1

26. Ре'шите уравнение (1 
'**'')' = 

а +| (г+х' +х').\ , а_1\ |

27.Реттуитесистему равнений {| .= 
ах + ьх' 

.

\у'=Б'+,у
28. Регците систему равнсний

['*' - 2у2 + 5ху -17 х _ 6у + 20 = 0,
{

[10''+ 5у2 -2ху -38х_6_у+4|= 0

29. Аайдцте все цель|е значения п, пр|! каждом из которь|х систе-

|в" * 2ау(х + у) + 2(3п _2) х + +(зп _ 2) у + 3 = 0,

мауравнсний] 5име-''-- ! (--"------- 

[+('' 
* ;})+(+' +2)у +2п' =8ху +(+п +2)х+ :-

ет решение. |1ри найденнь!х значениях и ре1шите систему.

|х'_з"+2=0'
30. Рсп:ите систему уравнений ] '' 

_з" +2=0, '!,
[х'_3х +2=|

31. Ёайти з1]ачения парамеща а,при которь|х система

['-,'' =1('+!'|'
] 2' ' имеет рс{шение и каждое ее решение удовле-

|*'+*'у+ху2 -1
творяе'г услови}о х + у = 0 .

32. |7айдите це:]ь!е значения а' при которь|х система равнений
[х(х+ 2'т _ А) + 4п' =8+ 4у - 1'2,
] имеет ре1шение.

|х' 
*ах + 2 = 4х(э'_ х + 1) + э.(п' + ')
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}равнс-

имеет

34. Рецтлате систе]\,|у щавненттй

ху 
-1

-{ * ,1;

*' 
=2.

^т!

у7]
у+7
у'-7х+6=0,
аз'71,+6=0,

хз -1а*6=0

35. Рец-тите систсщ/ }равнений|

36. Регшите систсп4у уравнений

.х+),'+2=.\)77,

2ху-- |-х'
2у'- ,- 
','37.Аайдите все парь] зисел (а;6)' при которь!х систсма равнени{'{

|'''-у'+а(х+у\=т_у+а{ 
'- / имеет не менее пяти ре1пе|{ий (*; у) "

["'*_''+6ху-\:0
38. [1айдртте все значсг{ия парамеща 0, при которь1х систе:т,!а рав_
- {э.''-2ху+|0у: = ь'- 6ь'+9Б: - !9+.,/Б.нс|!ий { ' имее1'хотя бь: од-

|х'+2ху-3.у2 =4
н() рс1шение.

39. Ё1айдите все значения парамеща а,\!ри которь|х система )равне_(1',д-)-+у1':о
ни{! ]-' 

'-. ''/ 
\ 

"' 
, имсстеди}{стве1{ноере!ше|{ие'

[*(у* 1 -а) + т(2а -3) +а+3 = 0

40. €рсдтт всех ре11]с}]и|"! с|.тстем|'

,.а' + 6' =9,

с'+42 =|6, найдитс те' |!ри

а4+Бс>|2

которь|х вь|ра)кение Б + 4 прин*тмает наибопь1шее значение.
11'',

33. Бай;-тите все |1е]ть|е значе}{ия а' при которь!х сис1-ема

|,*' -бху+.у2 + 6.т _13;, ь] =6,

[13х' + 6ху +\0'т2 + 16х+ 2у - 4ах - 6ау * ,' - 2,+ 3 = 0

41. 11ай:д*:':'с всс з]{а!!с]1|ия !!1![)[|мс'|'|);! .,, !!|}!! !(:!)!(/(ом из к01'0р]|!х

уравнение '../;;;;';;';_ 6,,..:х/с': \ : , .,/,|-9.'1ц 
"".

ет с](инс'гве1{}!ос ре!|!сн!|с.
42. Рстши'ге с'|ст'сму равт:сг:и}| :

['.' *т.' 1-1.т- 10у+58*0|'
{@*,!т-*'' * |'',п' .'(!т' п | о1 _ э!Б'

43. [1аг]]д*;':'с: все ч|1с.]:[1 (' , ;,) ' у/'(0в.]|(:'|'|!()|)ш!()!!|!1(' \'(']!()виям.

{,,'*
1'
)

! 4.т'т''
(.

! + .:.т -'

+ т''!}2.:.:+,/т*12';
44. [[а й., ци гс ]\1 }1 1 | р| !\,1 у \1 {! ьц)а)ке1{ }|я

/('.-:) {(' 3)''(т 3)' +|х .у|'

45. [{ай::и'гс 1|аимснь(1(ес значсг{!тс вь1ражс!|ил
г----;-_----"_;

.,/(-, :)' ,(-:' 3)' , |"! 
, 

!.;'1

46. |1айди'гс |!а|.{меньш]ес ][{ачение функшии

./(.')=/.1''.* ш , /'|14.''+5в
47 . \1айдитс на|{мень!шсс значение функшии

.г(.'):]';1;;;+/'; -2'+5 +^[2"'-6*+9* ]],' |(;ц г !{.

48. Рстт:гт'гс сисгсп4\/ 1''т'п-т-}!' 
_ау_2| :'/:'

['>2

49.(рс,,:и рс:ттсптий неравснства #' -', :з*,'['-#; {,, |.')

най/ците 1'с. т|ри которь!х ср4ма х+ у приътимает наимень!псс'!||{!'!('!!!|с

50. !{ат1,'цтт:с з}|а!{е||}[я параметра а' |1р\'1' каждом !!з которь|х с!|(]!'('

ма 1рагзтгспли!!

еди}!с1'всн!!ос рс!пс1{],|с.

51. [{ай,гти'п'с 1|аиме|{ь1шее значен!|е вь|ражения

1(*,у)={--,'; -{"4г -' "{,-5г -(}'{
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52. Решитс систему: /л -т " 
(':т + 0,2|+у- 3л + | 2| = э,

[а.т_"и<0

гБг(/-4г + 0'2|4у* 3.т+ 12!= 5,54. Рец-гите с'.'"'} 
]
("т, + (1,+ з), < :э

58. Ё{айдите наимень1пее значение х' д]1я которого существуют
значсн!.1я )' и 7, у)\овлстворя!ош(!]е услов1{ям:{ г__'

1.1:+:тт/1 -а' =1,
|г;-'
1.1,т' + ,' . 

'/(.' 

_ 0.6г + (.т'* 0,Б), + !

62. |[р" каких значениях параметров уравне!|р|с

|'+"оз' 4а _2з1п,соз' 4,|+|х+з!п2 А= ь(' *!) ип!ест единствс1[-! ! ! ! [ ) ] '-

ное регшенис?
б3. Регците шавнс}{ие

значсниях параметра.

б4. Регпите равнение

ниях параметра.

65. Рсгцитс }равнен}{с
меща.

з|п'.т+(а*4)з|п' х -3(а_1) = о при вссх

-+-+ 
=4 [\Р|1 всехзначс-

со5 х 51п х 51п "т со5 
'

'6651п х + со$ '{ = а т1ри всех 3начениях пара-

66. [|ри каких

2^ ( :) 
^5!п _'х -' а +- !5|п _'х + 1 = 0[ ?] 7\ ь/

[э." 1|-:п!.!3 1

3наче|-{иях

имсет ровно

параме'1ра уравне}!ис

щи корня на ощезке

'т_

214

60' .[)с:;тиз.с урав11с}тис

(:х+:)1^/(:т+[)' +] +!)*3-("/;", *7 *:)=о.
61. }{ай:ците все зна!.с!{ия г{араметра, г!ри которь|х
2с'я|п (соз х) + 2 -_ 0 имеет единствен}'ое ре1цение.

67. |{ри каких значег{иях парамс'!'ра }?авнен!те

соз'4х + (а _ 3)соэ4х = 0 имсст'ров||о 4 корня [|а отрсзкс [+, +1[в' в .]

68. Рсгцитс шавно1!ис а''|а'=2соз-т при всех значениях пара-
метра' 

т.] \..

{.т'-х+1) |а'-а+||69.Релшгт.т.сшав[|снис#=:-.--.1_привссхдо!|ус-
.т'(х _ !)' а" \о -1)-

тимь1х значениях парамеща.

70. Рстдли'т'с}рав1{ение .т-'+3х'-6,т+а-0, зная, что оно имеет1'ри

действ:тте.;ль!|ь!х корня' образулотгтих геомстрическую професси}о.

71. Ретшитс шавненис х' +.{' -- а ' 3[{ая' что оно и\,1еет тРи дойст_
вительнь1х корня' образу:о:ших геош1ещ!,тческую гтро|рессию'

72. Аайдулте все з!{ачения параметра' при ках(дом из которь|х чс_

тьтре действитсльнь[х кор|]я }равнен1{я х' +(о_3)" +(с+10)'] =о
являтотся послсдователь|| ь||\{и членам}! арттф мстинеской глрощессии.

73. [|ай:ти'гс все зг{ачени'{ параме'гра, при каждом из которь{х

равнение х, + (!х' + 1 = 0 имеет ров}!о 4 корня, яв.,!яюш1ихся последо-
вательнь|ми (|'|сг]ами арифметттнсской прогрессии.

равнение
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14. |1айдите все значения парамеща, при каждом из которь!х

}равнения буд1т имсть сдинстРц1юс рс!шсние.

!) ('-3)(х+1)+3(т--])./]:1 =(а -|)(а +2)\ |!.т-3 \

2) (" - э)(" -+) - з(х - ц е = @ - 2)(а + з)

г- 1
3) (." -з)(, - 1) + 3( т _'){= = (а - 2)(а +|)

4) (.т + 2)(.т+4) + 5 + ж= \, -2)(а + 2)

75. [{айдите все з!]ачения параметра, пр!{ ка)т{дом из которь1х

уравнение имеет два ре1!тения

1) 1о9,(9'*9'')=* 
') 

1о9.(+'*,)=*

76. Аайдите всс з}{а1тсния параметра' !три каждом из которь{х

}?ав1{ен1.1е со5' х - (а + 2)соз' х * а _3 = 0 имест' реш{ение. Ёат-тдите эти

рс(шения.
77. Аайдите всс значег{!{я параметра' !1ри ка)кдом из ко'горь1х не-

82. Ё1айдитс все значения параметров' при ка)кдом из которь|х

наибольшлее зт{ачение вь]ражения |8"' 
* ,-' + }| на ощсзке |п ; п] ву-

дет наимень1шим.

83. Ёайдтдте все значен|'1я парамеща' при каждом из которь!х

! :! !

уравнение \"- р \'Рр-х| =6- р будет иметь бесконечное множс-

ство реп:ений.
84. [1айдитс все з}|ачения параш{етра' при каждом из которь!х сис-

тема равнений
1) [ссозу+в!п-т+1=0'

| 
т'9_ (_: _ 4з1п х) = 1ов- (с)'1о9' (т + 2ооз у)'

) (ц_')-.'
! 
1ов, а + |ов,, [-,,] = о

|.
2) [аз!пх 

+ (1 -- 2а)соз у =2'

]т'9, 
(: - 2з!пх)= |о9,,:'!о9_ созу'

\ г 6)
11'' 1-_-}=1
['""'(\0-а)

имеет ре1шение'
85. !{айдите все значения парамеща' при ка)кдом из которь!х с}{с-

-*--^'.-.х |:1! 
* |'| - у + х' * ,' 

''.", ед1{нстве}[нос реш|е|-[ис'
тема уравнении 1 1

[х'+'1''=1
86. !{ай:дите все значсния параметра' при ка)кдом [{з которь]х с!!с

имеет хотя бьт одно ре1пен]{е'

87. |{айдич'е все значе1{ия 11араш1стра а' при каждом из ко'!'()р|'|х

.. (''' +(а +1)Бу2 = а1 '
система *.,,"^^^ 7", 

*'',,'-''',', -. "' 
"*""' ре'шо[{ие д'гля,::стбс::'с:

9!|![9|!!и !(_-' 

[("_г), 
+у'=|

значения гларамстра 6'

притом конечное ч}!сло рсгпет:ий. !.г;я ка>кдого з1{ачен}1я параметра

указать эти ре1!]ен!{я.
78. Ёайдите все значения параш{етра, при кат(дом !!з которь]х сре-

ди рсштений нсравснства 1о9"' (;г _ 
") 

- 0 нст ни одного цслого числа.

19. Ё\айдите все значения парамеща, пр!| ка)кдом из которь{х нс-

равенство ! + [о3, (.г' +:)> 1о9, ('*' + 4х + а) верно пр[| всех з!'|ачен[!-

ях переменной х.
80. Ёайдите все значения параметра' пр|-{ каждом из которь{х

(т"т \

уравненис !'8,, ,)[{ *."* . * 
''";,) = 3 имеет рсшение.

81. Регците ,,' ,""* значениях {тарамстра

1) ^]:э'-4.5" 
+9 =5'-6

3) 1о9' (|.' + с| - 4) = 1'8' (: * 
") 4) |о9, ! +Б9,,х > -5

6) 1о9, (:з *|ь, -э -''|) =.
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88. }{айдит" -"],'-1"]]\1ия парамеФ& а' при каждом из которь1х

1!^ '1 = а-
система равнений ]!', 

+;1 имеет единственное ре[шение.

|*' + у'=6
89. Ёайдите все значения |1араме|Р& 4, при каждом из которь1х

[(''*л]' +(ь' +1)'=2,
система Равнений ]\_ , ) ] имеет ре|||ение для лтобо-

|а+6ху+х'у=|
го значения парамера 6.

90'11айдите все значения парап{ета' при ка)цом из которь1х сис-
(*),'*'=,

тема уравне""п ]"у'' + э = 6, имеетединственноере{пение.
!'
|''*у'+''--4

91. Ёайдите все значения парамеца' при кащдом из которь]х сис-

- [*'-'''=!(ц+1\''тема уравнений ]''
|*'**'у+ху2 =1

ре|шение удовлетворяет ус'овию х * у =$ .

92. Аайдите все зна(.ения парамеца, при ка}цом и3 которь|х сис-
г' ', [|л'у^' --темауравнений]" !ц -2'
!

|х+т=Б'+1
1) имеет хо:ч бь: одно ре1ление;
2) имеет единственное ре1шение;
3) имеет ре1пенис при лгобопт 3начении парамеща }.
93. }{айдите все зна1{е}]и я парамеца, пр}1 ка)кдом из

равенство

1) 1од, (асоз:х +(л з а' -з!п'х)созх + 4 + а)<1

2) 1од, (,созэ'х+(т+,' -соз'.т)з|п" ++_а)<х
верно при всех значениях переменной х.

94, \1айдите все значения парамеща, при каждом

95. [{айдите всс
тема

значс!{].1я параметра' |1ри кат{дом из кот0рь!х сис_

"'{.\,;)
-22.61"1 +

имеет наибольгпее нис;то решений.
96. Аайдцте все значения парамеца р, при которь{х }равнение

(' _ р)'(, (, * р)' - р - 
') 

= -' имсет больгце г|оло)!(ите'1ьньлх корней,

чем ощицательнь|х.
97. 11айдите все парь| чисел р и ч, лри к0торь]х нераве}]ство

|" + р" * ,!', не имеет рсгшений на ощезке [т;5] .

98. Ёайдите все значения г1арамеФ4 а, при которь|х шавнение
х' + ах^ + 1 = 0 |{меет ровно четь!ре д(ел!ствительнь]х корня' образуго-

щих арифметическую прогресс1{1о.

99, Аайдите все значсния параме'гр& а, при которь]х }?авнение
(2а+4)х' +(за+10)х+с+10=0 тамсет два корня и ме}кду этими

корнями располо)кен ровЁ!о од1{н корснь шавнения
(а-|)х. -(а-|)хэ -(а*1)х'1 +(:оа+5)х- а+12=0.

100. Ёайдитс всс значения парамстра с1' при ка)кдо1\{ из которьгх
/ 2 \: .|

}равнение (|+ и)| _{-- ! 3,} , + 4о -0 имсс'гре!]-!енис.. '[|-+х') |+х'

0,
,) {.."'('

[в ' ,рч 2'1,''\ < 0

которь|х не_

из которь!х
уравнение

1) 4'+ (,'+з)э' +9_а2 =0
не имеет реш-1ения.
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[!особие посвящено созданию
содержательно-методическ ой линии 3адач
с параметрами в курсе о6щео6разовательной
1школ ь|. [! редлохкен ь| методи ки, уста на вл и вающие
о6щие методь| ре[шения задач с параметрами,
конкретнь|е примерь!, п ри водим ь|е для усвоен ия
соответствую щих методов, п одгото вл ен н ь| е для
использования в практике ра6оть: унителей мате-
матики.

[1осо6ие предназначено для учителей, х<елаю-

щих создать метс!дическую 6азу ре:шения задач
с параметрами.
3аданнь:й материал содер)}(ит 6олее 600 задач
и может 6ь:ть исполь3ован |цкольниками для
самоподготовки.
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